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Basbyten och linjara avbildningar

Innan vi fortsidtter med egenvirden sa ska vi titta pa hur matrisen for en
linjar avbildning beror pa vilken bas vi anvinder. Vi vet sedan tidigare att
till en linjédr avbildning ¢ hor en matris A sadan att

dir enligt bassatsen matrisen A tex i fallet i 3 dimensioner ges av

A= (gler) gles) gles))

dér eq, ey och ez dr standardbasvektorerna. Detta ér i sjdlva verket inte mer
an en del av sanningen. Matrisen beror ju i sjdlva verket pa vilken bas vi
valjer. Det ar just i standardbasen som den ser ut sa har. Ska man vara
riktigt korrekt sa borde man skriva att

g(x) = Axp,

dér xp dr x koordinater i basen F = (e; ey e3) och ha i atanke att A beror
pa basen.
Antag nu att F' = (f; f, f3) ir en annan bas. Bassatsen ger nu att

9(x) = Apxyp, dir Ap = ( g(f)) g(f2) g(f5) )

Exempel 1 Lat g vara den linjdra avbildning som projicerar rummet pa xy-
planet. Vi har tidigare sett att denna har matrisen

1
A=10
0

O = O
o O O

1 standardbasen.
Lat nu istallet F' vara ON-basen som bestir av vektorerna

1/V3 1/vV2  1/V6
F=(f £ f5)=1| 1/vV3 -1/v2 1/V6
1/vV/3 0 —2//6

och lat h vara den linjdra avbildning som projicerar ortogonalt pa planet som
spdanns upp av f; och f5. Matrisen for denna avbildning i basen F kommer
da att vara

O = O
o O O

1
Ap=(9(f)) g(f) g(fs) )=(fHi £ 0)=1]0
0

De tva linjdra avbildningarna dr uppenbarlien olika, ty normalvektorerna e
respektive f5 till planen dr inte parallella. Ddremot har de tvad linjdra avbild-
ningarna samma matris om man jobbar i de tva olika baserna.
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[ exemplet sa sag vi att matrisen for den lite krangligare avbildningen h blev
lika 14tt som f6r g bara vi valde att jobba med en lamplig bas. Hitta matrisen
for h i standardbasen ar inte lika l4tt, men vi ska se att man kan anvianda var
kunskap om basbyten for att fa fram den. Vad vi soker &r alltsa en matris B
sadan att

h(x) = Bxp.
i standardbasen. Vi sag ovan att
h(X) = AF‘XF

i basen F'. Fran avsnittet om basbyten sa vet vi att koordinaterna i stan-
dardbasen och basen F' ir relaterade genom

Xp = Fi]XE
vilket ger att
h(X) = AFF71XE

fortfarande uttryckt i basen F. For att oversidtta detta till koordinater i
sd utnyttjar vi att yp = Fyr med yr = ApF x5 och far slutligen

h(X) = FAFFi]XE

i standardbasen E. Den sokta matrisen ir alltsi B = FARF ! Intuitivt kan
man tolka B som sa att forst oversitter F'~! fran standardbasen till basen F,
sedan utfor Ap den linjdra avbildningen i basen F' och slutligen sa Gversétter
F tillbaka till standardbasen. Vi sammanfattar i féljande sats.

Sats 1 Lat en linjir avbildning ha matrisen Ap i basen F' = (f; 5 £3). Da
har den matrisen

A=FApF™!

1 standardbasen.

Exempel 2 Vi dterknyter till forra exemplet. Enligt satsen sa far vi nu att
matrisen for den linjdra avbildningen h i standardbasen ges av

1 5 —1 2
A=FApF ' =FApF' = A
2 2 2
Observera speciellt att F~' = F' eftersom det dr en ON-bas sa F dr en

ON-matris. Man kunde givetvis ha rdknat fram A direkt genom att tinka
geometriskt, men inte utan en hel del besvdr. Det lonar sig att jobba med
olika baser (och lira sig anvindbara satser som den ovan,).

En av vinsterna med att berikna egenvirden om man kan hitta en full upp-
sattning av linjart oberoende egenvektorer (och det gar tex som vi vet om
matrisen dr symmetrisk) dr att man far en bas dér den linjira avbildningen
ar vildigt enkel. Pa en bas bestaende av egenvektorer sa &r ju matrisen
bara multiplikation med ett tal pa respektive basvektor, sa att matrisen i
egenvektorsbasen blir diagonal. Det dr detta som dr kidrnan i vad som kallas
for diagonalisering som &r nésta dmne da vi ska knyta samman egenvirden
med denna diskussion om basbyten och linjara avbildningar.
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Diagonalisering

En diagonal matris dr en matris som bara har nollor utanfér diagonalen.
Sadana matriser dr vildigt enkla att hantera pa alla mdjliga sitt och vi ska
se hur man kan utnyttja detta for bla symmetriska matriser.

Definition 1 Ladt A vara en n x n-matris. Vi sdager att A dr diagonaliser-
bar om det finns inverterbar matris P och diagonal matris D sddana att

A=PDP "

En direkt tilldimpning av diagonaliseringen dr att det blir snabbt att berdkna
en godtycklig potens av A. Vi far

A? = (PDP YY(PDP 'Y= PD(P 'P)DP ! = PD*P ',
vilket med en uppenbar induktion ger
A" = PD"P

Det &r trivialt att berdkna D™ (varfor?) och sedan behover vi bara multipli-
cera med P och P,
Genom att multiplicera med P fran hoger i bada leden sa far vi den ekviva-
lenta likheten

AP = PD.

Antag nu att A har n stycken linjart oberoende egenvektorer vy, ..., v, med
motsvarande egenvirden \q,..., \,, dvs Av; = \;v; fori=1,...,n. Lat P
vara matrisen som har vy,...,v, som kolonner och lat D vara den diago-
nalmatris som har A\{,..., A\, pa diagonalen. Eftersom kolonnerna ar linjart
oberoende sa kommer P att vara inverterbar. Vi far

AP:A(W Vn):(AV] Avn):()qv] )\nvn):PD.

Vi har alltsa visat att om A har n stycken linjirt oberoende egenvektorer sa
ar den diagonaliserbar. Omviint sa antag att A = PDP ! ar diagonaliserbar.
Da ser man direkt fran AP = PD att kolonnerna i P ar egenvektorer till A
med elementen i D:s diagonal som egenvirden. Vi har alltsa visat foljande:

stycken linjdrt oberoende egenvektorer.

Genom att utnyttja vad vi vet om symmetriska matriser sa far vi foljande
foljdsats:

Sats 3 Till varje symmetrisk matris A sd finns det diagonal matris D och
ON-matris P sadana att
A=PDP"
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Exempel 3 Vi sag senast att

(0 28

hade egenvirdena 1 respektive 1/2 med motsvarande (normerade) egenvekto-
rer (1/v/2)(1 1) och (1/v/2)(1 — 1)t Vi sitter da enligt receptet ovan

1 /1 1 1 0
S KL (R
vilket ger

1/1 1 1 0 1 1 /1 1/2 1 1
t_ = _ —
FpP _2<1 1> <0 1/2> <1 1)‘2(1 1/2> <1 1>_A
som satsen lovade 0ss.

Vi ska nu relatera diagonaliseringen av en matris till basbyten for linjira
avbildningar. Antag att vi har en linjiar avbildning som har matrisen A i
standardbasen. Vi sag tidigare att om F' = (fi f ... f,) &r en annan bas sa
ges matrisen for den linjiara avbildningen i basen F' av matrisen Ap dar

A=FApF .

(Vi formulerade och visade bara satsen for n = 3, men samma argument
fungerar for godtyckligt n.) Om vi jamfor detta med diagonaliseringen

A=PDpP!

sa far vi att D helt enkelt 4r matrisen Ap for den linjara avbildningen i
basen P, dvs basen som bestar av egenvektorerna. Men om vi ténker efter
lite sa kan vi inse att detta bara dr en omformulering av villkoret att vara
egenvektorer.

Antag tex att vy dr den forsta egenvektorn i P. Da kommer den att ha
koordinaterna (100 ... 0)" i basen P. Men Av; = A\;vy och A\;vy har koor-
dinaterna (A; 00 ... 0)" i basen P, sa forsta kolumnen i Ap kommer att vara
(A1 00 ... 0)" vilket &r samma som for D. P4 samma sitt motiverar man att
de andra kolumnerna ocksa stimmer Gverens.

Summerar vi sa far vi alltsa att den linjara avbildningen som har A som
matris (i standardbasen) har en véldigt enkel matris i basen av egenvektorer:
Den &r diagonal.

Singuliarvardesuppdelning

Nu ska vi titta pa vad man kan géra om man har en matris som inte ar
diagonaliserbar. Om man slapper pa villkoret P = @ i faktoriseringen A =
PDQ@! av en symmetrisk matris s visar det sig att man alltid kan finna en
sadan faktorisering av en godtycklig (inte nodvéndigtvis kvadratisk) matris.
Beviset av foljande sats ligger utanfor den hér kursen.
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Sats 4 Lat A vara en mxn-matris. Da finns det matriser U, V och ¥ sadana
att:

1. A=UXZV
2. U ar en ON-matris av storlek m x m.
3.V ar en ON-matris av storlek n X n.

4. Y dr en ‘diagonal’ matris av formen

o 0 0 v e o 0
0 g9 0 oo +er =en 0
YX=1[0 0 :
-
o 0 --- --- 0 --- 0

diro; >0y > >0, > 0.

Faktoriseringen A = UXV? kallas for en singuldrvirdesuppdelning (SVD)
av A och (o4,...,0,) kallas for A:s singuldrvirden.

Anmirkning 1 Matrisen Y dr unikt bestamd (och ddrmed dr singuldrvdr-
dena unikt bestamda), men ddaremot dr matriserna U och V' inte unikt be-
stamda.

Det finns ingen enkel algoritm att berdkna SVD av en matris for hand, dére-
mot finns det bra numeriska metoder som lampar sig for datorberdkningar. Vi
ska dock se att faktoriseringen hinger ihop med de symmetriska matriserna

AA" och A'A. Antag att A = UXV" &r en SVD av A. Vi far da
AAL = (USV)(USVY = USVIVEIT! = U(SS)U",

Observera att X! ér diagonal med o? pa diagonalen sa vi ser att vi har en
diagonalisering av AA?. Detta ger att kolonnerna i U dr egenvektorer till AA?
med motsvarande egenviirden o?. P4 motsvarande sitt far vi att

ATA = V(SID)V

Detta ger att kolonnerna i V (det ar dirfor man envisas med att ha V' istéllet
for V) ar egenvektorer till A*A.

En viktig tillimpning pa SVD &r att man kan utnyttja den till att ta ut det
viktiga ur en matris som innehaller nagon typ av information. Exempel finns
inom signalbehandling, om A dr en term/dokument-matris for informations-
sokning (sa kallad LSI som ni horde om pa temaforeldsningen) och om A
innehaller pixlarna till en bild. Vi ska nu antyda hur det héir fungerar.

Om vi later kolonn ¢ i U vara u; och kolonn 7 i V vara v; sa far vi

o1 0 0 B :

0 oo 0 =+ o o 0 Vl .
A%

. . o, . vz i=1
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Observera forst att u;v! &r m x n-matriser, sa att summan i hogerledet ar en
uppdelning av A som summan av r stycken matriser. Eftersom kolonnerna
i U och V ér normerade si kommer alla element i u;v! att vara sma (< 1).
Darmed kommer det att vara singularvirdena som avgor hur stora matriserna
i summan dr. Om vi nu tar en del av summan

s
§ : t

o;u;Vv;
1=1

med s < r sd kommer denna att vara nastan lika med A om o; for i > s ar
mycket mindre dn det storsta singularviardet oy.

For signalbehandling och for LSI fungerar det sa att man genom att bara
ta med de storsta singuldrvirdena filtrerar bort skridp i informationen. Nar
det géller bilder sa kan man pa det hir sittet komprimera lagringen av dem
genom att forsumma termerna da ¢ > s. (Det finns idag battre metoder for
komprimering, men detta exempel dr en bra illustration hur SVD fungerar.)



