
Föreläsning 11, Linjär algebra IT VT2005 1Som avslutning på kursen ska vi knyta samman linjär algebra med grafteorio
h sannolikhetsteori från första kursen. Resultatet blir så kallade slumpvand-ringar på grafer o
h ett (av många) exempel på tillämpningar är sökmotorerpå internet. Grafer o
h grannmatriserLåt G = (V;E) vara en graf, där V = fv1; v2; : : : ; vng är noderna o
h Eär kanterna. Påminner om att kanterna består av oordnade par av elementi V , d v s 2-delmängder av V . För att arbeta e�ektivt med en graf så ärdet praktiskt att representera den med den så kallade grannmatrisen A =A(G). Denna har storlek n� n o
h elementen äraij = � 1 om fvi; vjg 2 E0 annars.Med andra ord så är aij = 1 om o
h endast om det �nns kant mellan nodi o
h nod j. Observera att grannmatrisen är symmetrisk, eftersom om det�nns kant mellan i o
h j så �nns det ju (samma) kant mellan j o
h i. Detkommer o
kså att bara vara nollor på diagonalen, eftersom vi inte tillåterkanter till sig själv.Nu kan man med hjälp av enkla matrisoperationer få en hel del informationom grafen G. Om vi t ex beräknar A2 så kommer denna att ge antalet vägarav längd 2 mellan olika noder. Ty om B = A2 så gäller attbij = nXi=1 aikakjo
h aikakj = 1 om o
h endast om det �nns en kant från nod i till nod j o
hen från nod j till nod k, d v s en väg av längd 2 från nod i till nod j.Med hjälp av induktion kan man utan problem visa följande generalisering:Sats 1 Låt A vara grannmatrisen till en graf G. Då gäller att element (i; j)i Ak ger antalet vägar av längd k från nod i till nod j.Som en direkt följd till detta så får manSats 2 Det �nns en väg mellan nod i o
h nod j om o
h endast om det förnågot k � 1gäller att element (i; j) i matrisen Ak är större än noll.Hur högt k måste man ta i förra satsen? Kan det bli hur stort som helst?Svaret är att man kan ta k < n o
h det får vi av följande enkla satser. Vipåminner om att en väg är enkel om den bara passerar varje nod högst engång.Sats 3 Om det �nns en väg mellan två noder så �nns det en enkel väg mellandem.



Föreläsning 11, Linjär algebra IT VT2005 2Bevis. Om den givna vägen inte är enkel så innehåller den en 
ykel:fvi; vi+1; : : : ; vk; vig:Denna kan man nu ta bort förutom det första elementet vi o
h vi har enkortare väg med minst en mindre dubblett. Detta kan man nu fortsätta medtills alla 
ykler är eliminerade o
h då har vi en enkel väg. �Sats 4 Varje enkel väg i en graf med n noder är av längd högst n� 1.Bevis. Eftersom den bara kan innehålla varje nod en gång så blir antaletkanter högst antal noder minus ett. �Kombinerar vi nu dessa satser så får vi följande kriterium på att det �nns enväg mellan två noder:Sats 5 Det �nns en väg mellan nod i o
h nod j om o
h endast element (i; j)i matrisen B = n�1Xk=1 Akär större än noll.Bevis. Element (i; j) i matrisen B ger enligt Sats 1 antalet vägar av längdhögst n�1 mellan nod i o
h nod j. Därmed är element (i; j) i B positivt omo
h endast om det �nns väg av längd högst n� 1. Men enligt de två senastesatserna ovan så �nns det en väg mellan nod i o
h j om o
h endast om det�nns en väg av längd högst n� 1 mellan dem. Därmed är beviset klart. �Som en direkt följd så får vi följande kriterium på att en graf är samman-hängande, d v s att det �nns en väg mellan varje par av noder.Sats 6 En graf med grannmatris A är sammanhängande om o
h endast omalla element i B = n�1Xk=1 Akär större än noll.Den diskussion som vi genomfört för grafer fungerar pre
is lika bra för riktadegrafer, d v s grafer där kanterna består av ordnade par av noder. En skillnadi detta fall är att matrisen inte behöver bli symmetrisk, eftersom det kan�nnas kanter i bara en riktning (�enkelriktade gator�). Dessutom kan mantänka sig att ha loopar, d v s en kant från en nod till sig själv. För matrisenbetyder detta att elementen på diagonalen inte behöver vara 0.Alla satserna ovan gäller o
kså för riktade grafer om man i sista satsen byterut `sammanhängande� mot `starkt sammanhängande�, d v s att det �nns vägfrån varje nod till varje annan nod (alltså i båda riktningarna).



Föreläsning 11, Linjär algebra IT VT2005 3Slumpvandringar på graferEn intressant idé med många tillämpningar är så kallade slumpvandringar pågrafer. Antag att vi har en graf G o
h låt d(v) vara graden för noden v, d v santalet grannar till v. Då låter vi slumpvandring på denna graf vara följandepro
ess: Om vi är i en nod v så beger vi oss sedan till någon av dess grannarmed lika stor sannolikhet, d v s med sannolikheten 1=d(v).Det �nns nu massor av intressanta frågor att ställa sig som är relevanta iolika sammanhang. Vi ska här främst svara på en av de viktigaste nämligen:Vad är sannolikheten att man är i en given nod vid en given tidpunkt? Meninnan vi ger oss på denna fråga ska vi undersöka hur man kan använda sigav matriser för att studera slumpvandringen.Från grannmatrisen A till grafen kan man nu de�niera den så kallade över-gångsmatrisen M för slumpvandringen genommij = aij= nXk=1 aik:Med andra ord så normerar man varje rad så att summan av dem är 1. Enmatris som uppfyller detta (eller ofta dess transponat) brukar kallas för enstokastisk matris.Exempel 1 Om G är en graf med grannmatrisen
A = 0BBBBBB� 0 1 1 1 1 01 0 1 1 1 01 1 0 1 0 11 1 1 0 1 11 1 0 1 0 10 0 1 1 1 0

1CCCCCCAså ges övergångsmatrisen av
M = 0BBBBBB� 0 0:25 0:25 0:25 0:25 00:25 0 0:25 0:25 0:25 00:25 0:25 0 0:25 0 0:250:2 0:2 0:2 0 0:2 0:20:25 0:25 0 0:25 0 0:250 0 0:3333 0:3333 0:3333 0

1CCCCCCAVi ska beskriva den nod vi be�nner oss i med hjälp av en radvektor som vikallar fördelningsvektorn. Antag att vi som i exemplethar 6 noder. Då betyder t ex fördelningsvektorn (1 0 0 0 0 0) att vi (garante-rat) be�nner oss i första noden. Men vi ska o
kså tillåta oss att vi be�nneross i de olika noderna med en viss sannolikhet. Detta är naturligt eftersomvi oftast redan efter ett steg inte längre exakt kan veta var vi kommer attbe�nna oss. Fördelningsvektorn (13 13 13 0 0 0) betyder t ex att vi be�nneross i någon av de tre första noderna med samma sannolikhet 1=3. Det endavi kräver är att summan av elementen i fördelningsvektorn är 1 o
h att allaelement är större än eller lika med 0.



Föreläsning 11, Linjär algebra IT VT2005 4Med hjälp av övergångsmatrisen kan man nu studera slumpvandringen. Vianmärker först att element (i; j) i övergångsmatrisen är per de�nition san-nolikheten att man går till nod j givet att man är i nod i. Med sammaresonemang som för potenser av grannmatrisen så får man följande resultat:Sats 7 Element (i; j) i matrisen Mk är sannolikheten att man be�nner sig inod j efter k steg givet att man startar i nod i. Om xt är den fördelningsvektorsom beskriver var vi befann oss från början, så beskriver xtMk var vi be�nneross efter k steg.Anmärkning 1 Observera att vi multipli
erar med fördelningsvektorn (somär enradvektor) från vänster. Men om man transponerar så får man iställetM tx.Exempel 2 Först tittar vi på den lilla grafen med bara två noder o
h enkant mellan dessa. Denna har grannmatris o
h övergångsmatris lika medM = � 0 11 0 � :För denna får vi att Mk = M om k är udda o
h att den är identitetsmatrisenom k är jämnt. Här ser vi en periodi
itet som innebär att efter jämnt antalsteg är man där man började o
h efter udda antal steg är man i den andranoden. Om vi däremot startar med fördelningsvektorn xt = (1=2 1=2), d v smed lika stor sannolikhet i endera av noderna, så blirxtMk = xtoavsett vad k är så sannolikheten att vara i en någon av noderna i ett givetsteg är 1=2.Exempel 3 Vi tittar nu på den graf med 6 noder som vi bestämde över-gångsmatrisen för ovan. Om vi beräknar M1000 (t ex med hjälp av Matlab) såfår man:M1000 = 0BBBBBB� 0:1667 0:1667 0:1667 0:2083 0:1667 0:1250:1667 0:1667 0:1667 0:2083 0:1667 0:1250:1667 0:1667 0:1667 0:2083 0:1667 0:1250:1667 0:1667 0:1667 0:2083 0:1667 0:1250:1667 0:1667 0:1667 0:2083 0:1667 0:1250:1667 0:1667 0:1667 0:2083 0:1667 0:125
1CCCCCCAVi ser att kolumnerna är (i stort sett) konstanta, d v s 
hansen att vara i engiven nod efter 1000 steg är (i stort sett) oberoende av var man startade. T exty
ks sannolikheten att vi är i första noden vara 1=6.Den fördelning efter �lång tid� som vi �
k i sista exemplet kallas för denstationära fördelningen. Vi såg däremot i det första exemplet att vi inte�
k någon stationär fördelning (förutom i det falldå vi startade med xt = (1=2 1=2)) utan att den växlade mellan två olikamatriser. Detta fenomen får man om man utgår från en så kallad tvådeladgraf:



Föreläsning 11, Linjär algebra IT VT2005 5De�nition 1 En graf G = (V;E) säges vara tvådelad om det �nns del-mängder A 6= ; o
h B 6= ; av noder sådana att A [ B = V o
h alla kanteri E går mellan en nod i A o
h en i B. Det �nns alltså inga kanter inom Aeller inom B.Beviset av följande viktiga sats ligger utanför kursen:Sats 8 Låt G vara en graf med övergångsmatrisM . Antag att G är samman-hängande o
h att den inte är tvådelad. Då �nns en unik stationär fördelningxt sådan att xt = xtM:Genom att transponera så får man som ovan attx = M txså x är alltså en egenvektor till M t med egenvärdet 1.Det �nns en elementär formel för den stationära fördelningen o
h beviset ärtämligen enkelt:Sats 9 Låt G = (V;E) vara en graf som är sammanhängande o
h ej tvådelado
h betrakta motsvarande slumpvandring med övergångsmatris M . Antag attxt är den stationära fördelningen o
h att jEj = m. Då gäller attxi = d(vi)2m ;där xi är element i i fördelningsvektorn xt.Bevis. Vi ska visa att xt = xtM om xi = d(vi)=2m för alla i. Med andra ordså ska vi visa att (xtM)i = xi = d(vi)2m ;för alla i. Men(xtM)i = nXk=1 xkMki = Xfvk ;vig2E d(vk)2m � 1d(vk) = Xfvk ;vig2E 12m = d(vi)2m ;vilket var pre
is vad vi ville visa. Den sista likheten följer av det faktum attantalet kanter fvk; vig 2 E (för alla möjliga k) är antalet grannar till vi. �Exempel 4 Vi återgår till exemplet som vi tittade på ovan. Vi har där attd(v1) = d(v2) = d(v3) = d(v5) = 4, d(v4) = 5 o
h d(v6) = 3. Totala antaletkanter är (4 � 4+5+3)=2 = 12. Från satsen ovan så ser vi att den stationärafördelningen är ( 424 424 424 524 424 324) = (16 16 16 524 16 18)vilket (givetvis) stämmer med den fördelning vi fann när vi tog en hög potensav övergångsmatrisen.



Föreläsning 11, Linjär algebra IT VT2005 6Man kan studera slumpvandringar o
kså på riktade grafer (t ex gör man dettanär man modellerar �webben� med en graf). Man får liknande resultat somde vi �
k för vanliga grafer.Markov-kedjorEn generalisering av de slumpvandringar på grafer som vi studerade ovan äratt man helt enkelt frångår prin
ipen att varje kant ut från en nod ska hasamma sannolikhet att väljas. Det man får då brukar kallas för en Markov-kedja. Till en Markov-kedja får man alltså en övergångsmatris där pre
is sominnan summan av raderna är 1. Nu behöver do
k inte alla element i en radvar lika stora. Vi anmärker att o
kså slumpvandring på en riktad graf är ettspe
ialfall av begreppet Markov-kedja.Exempel 5 Betrakta matrisen0� 1=6 1=3 1=21 0 01=2 1=3 1=6 1A :Summan av varje rad är 1 så detta är en övergångsmatris för en Markov-kedja. T ex har vi att sannolikheten att vi går från nod 1 till sig själv är 1=6.Här (pre
is som när vi har riktade grafer) så tillåter vi att man går från ennod till sig själv. Om man beräknar potenser av M så �nner man att denstabiliserar sig på 0� 0:4687 0:25 0:28120:4687 0:25 0:28120:4687 0:25 0:2812 1A :Om man beräknar egenvärden o
h egenvektorer så �nner man (som ni kanskeredan gissat) att 1 är ett egenvärde med egenvektorn (0:4687 0:25 0:2812)t.Denna svarar pre
is som i fallet ovan mot en stationär fördelning.Vi har följande generalisering av Sats 8. Det tekniska begreppet periodisk harvi inte de�nierat. Tänk på det som en generalisering av det varannanfenomensom en tvådelad graf gav.Sats 10 Antag att Markov-kedjan är sammanhängande (irredu
ibel) o
h attden inte är periodisk (svarar mot ej tvådelad). Då �nns en unik stationärfördelning.Antag att vi vet att en Markov-kedja har en stationär fördelning xt. Då vetvi att xt = xtM eller ekvivalent att M tx = x. Vi ska alltså lösa det homogenekvationssystemet (M t � I)x = 0:Detta ger ett alternativt sätt att bestämma den stationära fördelningen.



Föreläsning 11, Linjär algebra IT VT2005 7Övningar1. Låt G vara en graf med grannmatrisenM = 0BB� 0 1 0 01 0 1 10 1 0 10 1 1 0 1CCA :(a) Visa med hjälp av matrisoperationer att G är sammanhängande.(b) Hur många vägar av längd 3 �nns det från nod 1 till nod 2?(Använd återigen matrisoperationer.)(
) Bestäm övergångsmatrisen för slumpvandringen på G.(d) Vad är den stationära fördelningen för slumpvandringen? (Finnsdet någon?)(e) Ge en egenvektor o
h ett egenvärde till matrisen M t. Inga �erräkningar behövs!2. Låt M = 1120�6 3 34 2 63 3 61Avara övergångsmatrisen för en Markov-kedja. Beräkna den stationärafördelningen.


