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Sammansattning

Lat f och ¢ vara tva linjdra avbildningar med motsvarande matriser A och
B. Vi far da

fog(x) = flg(x)) = f(Bx) = A(Bx) = (AB)x,

sa att sammanséttningen ar ocksa en linjar avbildning och den har matrisen

AB.

Anmirkning 1 Det faktum att AB # BA i allmdnhet ger att i allmdnhet
ar fog#gof.

Exempel 1 Lat f och g vara rotation kring origo @ planet med s respektive
t radianer moturs. Dd dr deras motsvarande matriser

A= (cos s —sin s) respelitive B = (cost — sin t) .

sins coss sint cost

Sammansdttningen fog (= go f) ar ju rotation s+t radianer moturs sa vi

maste ha '
AB - Cf)S(S +1t) —sin(s +1) .
sin(s +t) cos(s+1)

Men samtidigt sa far vi genom att multiplicera matriserna att

AB — Coss —sins cost —sint
sins coss sint cost
COosSScost —sinssint —sinscost — cosssint
sinscost+ cosssint cosscost —sinssint /-

Fran detta far vi de trigonometriska identiteterna

cos(s +t) = cosscost — sinssint
sin(s + t) = sin s cost + cos ssin .

Determinant

Lat M = (‘; g) Betraktad som linjar avbildning sa avbildar M enhetskvadra-
ten pa en parallellogram som spanns av vektorerna u och v
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dar u = (‘i) och v = (Z) Arean av parallellogrammen D', A(D'), ges av
A(D) = |u]|v. |

dér vy, dr den ortogonala projektionen av v pa linjen L som ar ortogonal mot
u. En riktningsvektor for L av ldngd 1 ges av

1 /—
e =+— ¢ )
()

(Tecknet beror pa ‘orienteringen’ av u och v.) Vi far alltsa
AD) = |uflve| = uf[(v-e)e[=[ul|v-elle]
1 (b —c b —c
= o () ()] 1) () e

Definition 1 Lat M = (‘; Z) Vi definierar da determinanten av M, det M,
som

det M = ad — be.

a b a b

. d‘—det (C d>'

Vad hénder om vi istéllet tar en rektangel med sidorna se, respektive te,” Jo
bilden kommer da att vara parallellogrammen som spidnns upp av su och tv.
Detta dr samma parallellogram man far om man avbildar enhetskvadraten

med matrisen M' = (2‘(’, ;Z) sa att parallellogrammen kommer att ha arean

Vi infor ocksa beteckningen

|det M'| = |sa - td — tb - sc| = |st| - |ad — be| = st| det M]|.

Vi far alltsa

Arean av bilden |st| - | det M|
= = | det M|.
Arean av rektangeln | st]

Man kan visa att samma resultat giller for mer komplicerade omraden och
vi har féljande lite oprecisa sats.

Sats 1 Antag att D dr ett “snallt och hyggligt” omrade i planet och lat D'
vara bilden av D under den linjdra avbildningen given av matrisen M. Da

gdller att
Arean av D’
———————— = | det M|.
Arean av D
Determinantens absolutbelopp ger alltsa areaférandringen hos en linjar av-
bildning.
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Exempel 2 Lat M wvara matrisen fér en rotation t radianer moturs. Da far
vi med hjdlp av definitionen av determinant och trigonometriska ettan att

cost —sint

) = cos?t +sin’t = 1.
sint cost

det M =

Alltsa fordandrar en rotation inte arean (precis som vi misstankte, eller?).
Lat nu istdllet M vara matrisen for skalning med en faktor s. Da dr

detM:0 = 5%,

s 0 2

eller med andra ord sa dr ‘areaskalan kvadraten av lingdskalan’.

Foljande rdkneregler for determinant kan man latt visa genom direkt rdkning.

1. det (cu v) = ¢ - det (u v)

[\]

. det (v u) = —det (u v)

3. det(u v—|—w):det(u v)+det(u W)

N

. det (u u) =0
5. det M = det M*

Héar betyder (u v) den matris som har u och v som sina kolonner.

Definition 2 Determinanten for en 3 x 3-matris ges av

r1 To9 I3
Y Y2 Ys| = 21(Yazs — Ysza) + xa(ysz1 — y123) + 23(y122 — yo2u1)-
21 <2 Z3

Vi ska senare visa att determinanten for en 3 X 3-matris spelar samma roll
som determinanten for en 2 x 2-matris. Vi har bla

Sats 2 Antag att D dr ett “sndllt och hyggligt” omrade i rummet och lat D'
vara bilden av D under den linjdra avbildningen given av matrisen M. Da

gdller att
Volymen av D'

= | det M|.
Volymen av D | det M|

Med lite storre anstringning &n for 2 x 2-matriser kan man visa att ocksa
determinanten for 3 x 3-matriser uppfyller raknereglerna ovan. Ett exempel
pa hur man kan utnyttja dem:

Exempel 3 Vi anvdnder reglerna 3. och 4. i foljande rikning:

3 2 5 3 2 342 3 2 3 3 2 2
4 1 5|=4 1 441=14 1 4+4 1 11=0+0=0.
6 —2 4 6 —2 6—2 6 —2 6 6 —2 -2
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Mer generellt sa antag att 3:e kolonnen &r en linjairkombination av de tva
forsta. Vi far da pa samma sitt som i exemplet

det (u A\ cu+dv) = det (u A\ cu)—l—det (u A\ dv)
= c-det(u v u)+d-det(u v v)=0+0=0.

Detta stammer ju vil 6verens med satsen om volymfordandring, ty om 3:e
kolonnen &r en linjirkombinaton av de tva andra sa kommer de att ligga i
ett plan och volymen blir ddrmed 0.

Ett annat sitt att formulera detta pa &r att tre vektorer i rummet ligger
i ett plan om och endast om matrisen med vektorerna som kolonner har
determinanten lika med 0.

Satserna om area- respektive volymforandring ger att

| det AB| = | det Al| det B,

eftersom forandringen fér den sammansatta funktionen AB maste vara pro-
dukten av de for A och B. Man kan visa (tex genom direkt ridkning) att i
sjalva verket giller att

det AB = det Adet B,

Invers

Definition 3 Identitetsmatrisen (enhetsmatrisen) av storlek n, I = I,
ar den n X n-matris som har ettor pa diagonalen och nollor for dvrigt.

Den kallas for identitetsmatris eftersom den verkar som identitet vid multi-
plikation, dvs
A=1,A=AIl,,

for alla n x n-matriser A.

Definition 4 Ladt A vara en kvadratisk matris. En matris B kallas for in-

versen till A om
AB=BA=1

Om en sadan matris existerar sd betecknas den A~".

Exempel 4 Lit A= (%) och antag att det A # 0. Dd dir

1 d —b
B =
det A <c a >

en invers till A wvilket man ldtt kontrollerar genom att multiplicera A och B.

Vi sag i exemplet att om A dr en 2 x 2-matris och det A # 0 sa har A en
invers. Omvént sa har vi

l=detl =det AA ' =det A -det A~!
sa

1
det A~' = .
¢ det A
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Detta ger att det A # 0 dr nodvindigt for att A~' ska existera. Det sista
argumentet géller &ven for 3 x 3-matriser (och dven godtycklig storlek i sjélva
verket). Vi har alltsa for 2 x 2-matriser visat att

A~" existerar <= det A # 0.

Detta pastaende géller dven for godtycklig storlek vilket vi aterkommer till
senare.



