Féreldsning 4, Linjir algebra IT V12005 1

Invers

Definition 1 Identitetsmatrisen (enhetsmatrisen) av storlek n, I = I,,,
ar den n x n-matris som har ettor pda diagonalen och nollor for dvrigt.

Den kallas for identitetsmatris eftersom den verkar som identitet vid multi-
plikation, dvs
A=1,A=AI,,

for alla n x n-matriser A.

Definition 2 Lat A vara en kvadratisk matris. En matris B kallas for in-
versen till A om
AB=BA=1

Om en sadan matris existerar sd betecknas den A~".

Exempel 1 Lit A= (%) och antag att det A # 0. Dd dir

1 d —b
B p—
det A <c a >

en invers till A wvilket man lditt kontrollerar genom att multiplicera A och B.

Vi sag i exemplet att om A &r en 2 x 2-matris och det A # 0 sa har A en
invers. Omvént sa har vi

l=detl =det AA ' =det A -det A!

sa

1
det A' = .
¢ det A

Detta ger att det A # 0 dr nodvindigt for att A~! ska existera. Det sista
argumentet géller &ven for 3 x 3-matriser (och &dven godtycklig storlek i sjélva
verket). Vi har alltsa for 2 x 2-matriser visat att

A~ existerar <= det A # 0.

Detta pastaende géller dven for godtycklig storlek vilket vi aterkommer till
senare.

Vektorprodukt

Vi sag senast att absolutbeloppet av determinanten gav areaférindringen for
en linjar avbildning i planet. Speciellt sag vi (&ven om vi formulerade det lite
annorlunda) att arean av den parallellogram som spéndes upp av vektorerna
u och v var | det (u v) |. Man kan ocksa uttrycka denna area som

lu||v|sina,

dir a dr minsta vinkeln mellan u och v. Detta kan man se genom att obser-
vera att om u utgor basen sa dr hojden i parallellogrammen inget annat dn
|v|sin a.
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Definition 3 FEn vektortrippel (u, v, w) i rummet siges vara hbgeroriente-
rad om vyn fran w:s spets ger att minsta vridningen fran u till v dar moturs
(positiv). Om det dr tvdrtom sd sdges den vara vénsterorienterad.

Ett annat sétt att siiga detta dr att tummen, pekfingret och langfingret pa ho-
ger hand (i den ordningen) utgor ett hogerorienterat system (om langfingret
pekar uppat) och motsvarande pa vinsterhanden utgor ett vinsterorienterat
system.

Vi ska nu definiera en produkt mellan vektorer i rummet. Observera att detta
ar en operator pa vektorerna i rummet och alltsa ger en vektor (till skillnad
fran skaldrprodukten). Notera ocksa att den inte dr definierad i planet.

Definition 4 Lat u och v vara tvd vektorer i rummet och lat o vara minsta
vinkeln mellan dem. Vi definierar da vektorprodukten, u x v, mellan u
och v som den unika vektor som uppfyller:

1. om u och v dr parallella sa dru x v = 0.

2. lux v| = |u||v|sina, dvs lika med arean av parallellogrammen som u
och v spinner upp.

3. u X v dr ortogonal mot bade u och v.

4. (u,v,u x v) utgor ett hogersystem.

Det star i definitionen “den unika vektor som uppfyller” sa att det krivs
ett argument for att visa att definitionen &r korrekt. Det andra villkoret
bestammer ju langden pa u x v. Det tredje villkoret ger att den ar en normal
till planet som spanns upp av u och v. Detta ger tva mojligheter: ‘uppat’ eller
‘nedat’. Denna tvetydighet tas om hand av det sista villkoret och darmed &r
ocksa riktningen unikt bestimd och dirmed ar vektorn unikt bestimd.

Exempel 2 Lit (e;, ey, e,) vara en higerorienterad ON-bas (om vi inte sd-
ger annat sa kommer en bas alltid att antas vara hogerorienterad). Vi har att
e, X e, = e, eftersom arean av parallellogrammen som spinns upp av e, och
e, dr 1 och ddrmed lika med |e,| och dessutom per definition av e, sd dar e,
ortogonal mot bada de andra basvektorerna och (e, e,,e,) dr hiogerorienterad
enligt antagandet.

Sats 1 Lat u, v och w vara tre vektorer i rummet. De uppfyller:
1. uxv=—-vXxu.
2. (cuy xv=cuxv), ce R

ux (v+w)=uxv+uxw.

Av dessa ar de tva forsta enkla, medan den tredje har ett icke-trivialt bevis
som till stora delar finns i boken. Vi ska nu utnyttja dessa regler for att ge
en mycket anvindbar formel i koordinatform fér vektorprodukten sa att man
ldatt kan rdkna ut den for godtyckliga vektorer.
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Sats 2 Ldit u = (m] i z])t och v = (.7:2 Yo Zg)t i en (hdgerorienterad)
ON-bas. Da gdller att

e, e, e,
uxv = |1 Y1 2
Lo Y2 X2
= (?JIZQ - ?J2Z1)em - (33122 - $221)ey + (331.02 - 352?/1)92
Y122 — Y221

= —T129 + To221
T1Y2 — T2l

Anmirkning 1 Determinanten @ satsen ska enbart ses som en formell de-
terminant som kan anvindas som minnesregel, eftersom elementen i forsta
raden dr vektorer och ej tal.

Bevis. Genom att gora samma resonemang som i exemplet ovan for dvriga
kombinationer av basvektorerna sa far vi:

e, Xe,=¢€, e Xe, =€,
e, xXe, =e, e Xe,=—e,
e, X e, =e;, e, xXe, = —e,

e, xe,=0,¢e,xe,=0,e, xe, =0.
Om man anvéinder detta och ridknereglerna ovan sa far vi

uxv = (vie; +yie, +z1€,) X (126, + y2€, + 22€;)
= (122 — pp21)ey X €, — (2122 — Ta21)€; X €5 + (T1Y2 — Tay1)e, X €y

(?J1Z2 - ?J2Z1)em - (331Z2 - $2Z1)ey + (!131?/2 - $2?J1)ez-

O

Exempel 3 Bestim en vektor som dr vinkelrdt mot bide u = (2 3 4)t

och v = (2 1 5)t. Per definition dr u x v ortogonal mot bade u och v. Vi
beriknar u X v med hjilpa av satsen och far

e, e, e 3-5—4-1 11
uxv=1|2 3 4|=|-2-542-4]=|-2
2 1 5 2:-1—-3-2 —4

Vi ska nu bland annat visa att determinanten for en 3 x 3-matris verkligen ger
volymfordndringen. Forst observerar vi att om M = (u v w) sa avbildar
M enhetskuben pa den parallellepiped som spénns av u, v och w. Alltsa ger
volymen av parallellepipeden som spénns av u, v och w den volymforind-
ring som den linjira avbildningen given av M ger. Formlerna for skalir- och
vektorprodukt i koordinatform ger att

det (u v w)=det(w u v)t:(uxv)-w.

Den forsta likheten fas genom att transponera (som inte dndrar determi-
nanten) och sedan gora tva radbyten som byter tecken tva ganger och dér-
med inte heller &ndrar determinanten. Den andra likheten fas fran formlerna.
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(Man byter ut basvektorerna (e,, e,, e,) mot w:s koordinater i den formella
determinanten.)

Vi ska nu berdkna volymen V' av parallellepipeden som spinns av u, v och
w. Antag forst att (u, v, w) dr ett hogerorienterat system. Om « &r vinkeln
mellan u x v och w sa far vi (se figur)

V' = basytan x hojden = |u x v||w|cosa = (u X v) - w.

uxv

Detta var precis vad vi ville visa. Vi antog dock att vi hade ett hogerorienterat
system. Om istéllet (u,v,w) &r vinsterorienterat sa observera att (v,u, w)
ar hogerorienterat och vi far att

(uxv)-w=(—vxu)-w=—(vxu)-w=-V,
enligt berdkningen for hogerorienterade system ovan. Vi far alltsa till slut att

det ( ) V, om (u,v,w) ar higerorienterad,
et(u v w)= . :
~V, om (u,v,w) dr vinsterorienterad,

dar V' ar parallellepipeden som spéanns av u, v och w.



