
Föreläsning 4, Linjär algebra IT VT2005 1InversDe�nition 1 Identitetsmatrisen (enhetsmatrisen) av storlek n, I = In,är den n� n-matris som har ettor på diagonalen o
h nollor för övrigt.Den kallas för identitetsmatris eftersom den verkar som identitet vid multi-plikation, d v s A = InA = AIn;för alla n� n-matriser A.De�nition 2 Låt A vara en kvadratisk matris. En matris B kallas för in-versen till A om AB = BA = IOm en sådan matris existerar så bete
knas den A�1.Exempel 1 Låt A = � a b
 d � o
h antag att detA 6= 0. Då ärB = 1detA � d �b�
 a �en invers till A vilket man lätt kontrollerar genom att multipli
era A o
h B.Vi såg i exemplet att om A är en 2 � 2-matris o
h detA 6= 0 så har A eninvers. Omvänt så har vi1 = det I = detAA�1 = detA � detA�1så detA�1 = 1detA:Detta ger att detA 6= 0 är nödvändigt för att A�1 ska existera. Det sistaargumentet gäller även för 3�3-matriser (o
h även godty
klig storlek i självaverket). Vi har alltså för 2� 2-matriser visat attA�1 existerar() detA 6= 0:Detta påstående gäller även för godty
klig storlek vilket vi återkommer tillsenare. VektorproduktVi såg senast att absolutbeloppet av determinanten gav areaförändringen fören linjär avbildning i planet. Spe
iellt såg vi (även om vi formulerade det liteannorlunda) att arean av den parallellogram som spändes upp av vektorernau o
h v var j det �u v� j. Man kan o
kså uttry
ka denna area somjujjvj sin�;där � är minsta vinkeln mellan u o
h v. Detta kan man se genom att obser-vera att om u utgör basen så är höjden i parallellogrammen inget annat änjvj sin�.



Föreläsning 4, Linjär algebra IT VT2005 2De�nition 3 En vektortrippel (u;v;w) i rummet säges vara högeroriente-rad om vyn från w:s spets ger att minsta vridningen från u till v är moturs(positiv). Om det är tvärtom så säges den vara vänsterorienterad.Ett annat sätt att säga detta är att tummen, pek�ngret o
h lång�ngret på hö-ger hand (i den ordningen) utgör ett högerorienterat system (om lång�ngretpekar uppåt) o
h motsvarande på vänsterhanden utgör ett vänsterorienteratsystem.Vi ska nu de�niera en produkt mellan vektorer i rummet. Observera att dettaär en operator på vektorerna i rummet o
h alltså ger en vektor (till skillnadfrån skalärprodukten). Notera o
kså att den inte är de�nierad i planet.De�nition 4 Låt u o
h v vara två vektorer i rummet o
h låt � vara minstavinkeln mellan dem. Vi de�nierar då vektorprodukten, u � v, mellan uo
h v som den unika vektor som uppfyller:1. om u o
h v är parallella så är u� v = 0.2. ju� vj = jujjvj sin�, d v s lika med arean av parallellogrammen som uo
h v spänner upp.3. u� v är ortogonal mot både u o
h v.4. (u;v;u� v) utgör ett högersystem.Det står i de�nitionen �den unika vektor som uppfyller� så att det krävsett argument för att visa att de�nitionen är korrekt. Det andra villkoretbestämmer ju längden på u�v. Det tredje villkoret ger att den är en normaltill planet som spänns upp av u o
h v. Detta ger två möjligheter: `uppåt' eller`nedåt'. Denna tvetydighet tas om hand av det sista villkoret o
h därmed äro
kså riktningen unikt bestämd o
h därmed är vektorn unikt bestämd.Exempel 2 Låt (ex; ey; ez) vara en högerorienterad ON-bas (om vi inte sä-ger annat så kommer en bas alltid att antas vara högerorienterad). Vi har attex� ey = ez eftersom arean av parallellogrammen som spänns upp av ex o
hey är 1 o
h därmed lika med jezj o
h dessutom per de�nition av ez så är ezortogonal mot båda de andra basvektorerna o
h (ex; ey; ez) är högerorienteradenligt antagandet.Sats 1 Låt u, v o
h w vara tre vektorer i rummet. De uppfyller:1. u� v = �v � u.2. (
u)� v = 
(u� v); 
 2 R.3. u� (v +w) = u� v + u�w.Av dessa är de två första enkla, medan den tredje har ett i
ke-trivialt bevissom till stora delar �nns i boken. Vi ska nu utnyttja dessa regler för att geen my
ket användbar formel i koordinatform för vektorprodukten så att manlätt kan räkna ut den för godty
kliga vektorer.



Föreläsning 4, Linjär algebra IT VT2005 3Sats 2 Låt u = �x1 y1 z1�t o
h v = �x2 y2 z2�t i en (högerorienterad)ON-bas. Då gäller attu� v = ������ex ey ezx1 y1 z1x2 y2 z2������= (y1z2 � y2z1)ex � (x1z2 � x2z1)ey + (x1y2 � x2y1)ez= 0� y1z2 � y2z1�x1z2 + x2z1x1y2 � x2y1 1A :Anmärkning 1 Determinanten i satsen ska enbart ses som en formell de-terminant som kan användas som minnesregel, eftersom elementen i förstaraden är vektorer o
h ej tal.Bevis. Genom att göra samma resonemang som i exemplet ovan för övrigakombinationer av basvektorerna så får vi:ex � ey = ez; ey � ex = �ezez � ex = ey; ex � ez = �eyey � ez = ex; ez � ey = �exex � ex = 0; ey � ey = 0; ez � ez = 0:Om man använder detta o
h räknereglerna ovan så får viu� v = (x1ex + y1ey + z1ez)� (x2ex + y2ey + z2ez)= (y1z2 � y2z1)ey � ez � (x1z2 � x2z1)ez � ex + (x1y2 � x2y1)ex � ey= (y1z2 � y2z1)ex � (x1z2 � x2z1)ey + (x1y2 � x2y1)ez: �Exempel 3 Bestäm en vektor som är vinkelrät mot både u = �2 3 4�to
h v = �2 1 5�t. Per de�nition är u� v ortogonal mot både u o
h v. Viberäknar u� v med hjälpa av satsen o
h fåru� v = ������ex ey ez2 3 42 1 5 ������ = 0� 3 � 5� 4 � 1�2 � 5 + 2 � 42 � 1� 3 � 2 1A = 0�11�2�41A :Vi ska nu bland annat visa att determinanten för en 3�3-matris verkligen gervolymförändringen. Först observerar vi att om M = �u v w� så avbildarM enhetskuben på den parallellepiped som spänns av u, v o
h w. Alltså gervolymen av parallellepipeden som spänns av u, v o
h w den volymföränd-ring som den linjära avbildningen given av M ger. Formlerna för skalär- o
hvektorprodukt i koordinatform ger attdet �u v w� = det �w u v�t = (u� v) �w:Den första likheten fås genom att transponera (som inte ändrar determi-nanten) o
h sedan göra två radbyten som byter te
ken två gånger o
h där-med inte heller ändrar determinanten. Den andra likheten fås från formlerna.



Föreläsning 4, Linjär algebra IT VT2005 4(Man byter ut basvektorerna (ex; ey; ez) mot w:s koordinater i den formelladeterminanten.)Vi ska nu beräkna volymen V av parallellepipeden som spänns av u, v o
hw. Antag först att (u;v;w) är ett högerorienterat system. Om � är vinkelnmellan u� v o
h w så får vi (se �gur)V = basytan� höjden = ju� vjjwj 
os� = (u� v) �w:

uv
wu� v

� �
Detta var pre
is vad vi ville visa. Vi antog do
k att vi hade ett högerorienteratsystem. Om istället (u;v;w) är vänsterorienterat så observera att (v;u;w)är högerorienterat o
h vi får att(u� v) �w = (�v � u) �w = �(v � u) �w = �V;enligt beräkningen för högerorienterade system ovan. Vi får alltså till slut attdet �u v w� = � V; om (u;v;w) är högerorienterad,�V; om (u;v;w) är vänsterorienterad,där V är parallellepipeden som spänns av u, v o
h w.


