
Föreläsning 8, Linjär algebra IT VT2005 1Överbestämda ekvationssystemAntag att vi har 3 ekvationer o
h 2 obekanta, så Ax = b där A = (a1 a2) ären 3� 2-matris. Då ärAx = �a1 a2��x1x2� = x1a1 + x2a2en linjärkombination av kolonnerna a1 o
h a2 i A. Så Ax = b har lösning omo
h endast om b är en linjärkombination av kolonnerna i A. Alla linjärkom-binationer av a1 o
h a2 är ett plan � i R3 . �
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Antag nu att vi har en vektor b som inte ligger i planet � o
h låt b0 varaortogonala projektionen av b på �. Då är en vektor x0 sådan att Ax0 = b0så nära en lösning till Ax = b man komma i den meningen attjAx0 � bj � jAx� bjför alla x 2 R2 .Hur bestämmer man x0? Sätt r = Ax0 � b. Då är r ortogonal mot varjevektor i � o
h spe
iellt mot a1 o
h a2. Det ger� at1r = 0at2r = 0 d v s Atr = 0:Men 0 = Atr = At(Ax0 � b) = AtAx0 � Atb;d v s AtAx0 = Atb, så x0 är en lösning till AtAx = Atb.Detta kan (ganska enkelt) bevisas i det allmänna fallet (se boken) o
h vi har:Sats 1 Residualvektorn r = Ax � b blir minimal om x satis�erar (norma-lekvationen) AtAx = Atb.Anmärkning 1 Denna `lösning' kallas för en minstakvadratlösning.Exempel 1 Typexempel på ett överbestämt system är när man har en mängddata som man vill anpassa så bra som möjligt till någon typ av funktion.Antag att vi har mätdata x 1 2 3 4 5y 3 5 8 10 13o
h så vill vi hitta en rät linje y = kx+m som stämmer överens `så bra sommöjligt' med dessa data.



Föreläsning 8, Linjär algebra IT VT2005 2

Vi får ett ekvationssystem Ax = b med 5 ekvationer o
h 2 obekanta:8>>>><>>>>: 3 = 1k +m5 = 2k +m8 = 3k +m10 = 4k +m13 = 5k +m , 0BBBB�1 12 13 14 15 1
1CCCCA� km� = 0BBBB� 3581013

1CCCCA :Vi bestämmer normalekvationen AtAx = Atb o
h fårAtA = �55 1515 5 � o
h Atb = �14239 � :Löser vi denna så får vi lösningen (5=2 3=10)t, d v s k = 5=2 o
h m = 3=10som är linjen som är ritad i bilden.BasbytenVi rekapitulerar att en uppsättning B av vektorer kallas för en bas om varjevektor kan skrivas som en unik linjärkombination av vektorerna i B. Stan-dardexemplet är basene1 = 0BBBBB�100...0
1CCCCCA ; e2 = 0BBBBB�010...0

1CCCCCA ; : : : ; en = 0BBBBB�000...1
1CCCCCA ;som kallas just standardbasen för Rn .Låt nu f1; : : : ; fn vara en bas för Rn , vilken som helst. Vi tänker oss fi somen vektor med koordinater i standardbasen. Varje vektor x 2 Rn kan skrivassom x = x1f1 + x2f2 + � � �+ xnfn;för några tal x1; x2; : : : ; xn som kallas för x koordinater i basen (f1; f2; : : : ; fn).Denna likhet kan skrivas på matrisform somx = �f1 f2 : : : fn�0BBB�x1x2...xn

1CCCA = FxF :



Föreläsning 8, Linjär algebra IT VT2005 3Med andra ord är kolumnerna i F koordinaterna för basvektorerna f1; : : : ; fn(i standardbasen) o
h xF är vektorn som består av x koordinater i basen F .Från den här likheten får vi genom att multipli
era med F�1 (som existerareftersom kolonnerna i F är linjärt oberoende) attxF = F�1x:Så man får alltså koordinaterna xF i basen F genom att multipli
era degamla koordinaterna med F�1.Exempel 2 Vektorerna f1 = � 12 � o
h f2 = � 21 � är inte parallella så de utgören bas för R2 . Sätt F = �f1 f2� = �1 22 1� :Då är F�1 = 11� 4 � 1 �2�2 1 � = �13 � 1 �2�2 1 � :Koordinaterna för standardvektorerna e1 o
h e2 i basen (f1; f2) ges då av(e1)F = F�1�10� = ��1=32=3 �o
h (e2)F = F�1�01� = � 2=3�1=3� :Antag nu mer allmänt att vi har två godty
kliga baser F = (f1 f2 : : : fn) o
hG = (g1 g2 : : :gn). Vi kan uttry
ka basvektorerna i F i de i G:8><>: f1 = p11g1 + p21g2 + � � �+ pn1gn...fn = p1ng1 + p2ng2 + � � �+ pnngnför några tal pij. Detta blir på matrisformF = (f1 f2 : : : fn) = (g1 g2 : : :gn)0BBB�p11 p12 � � � p1np21 p22 � � � p2n... ... . . . ...pn1 pn2 � � � pnn
1CCCA = GP:Låt x vara en godty
klig vektor. Då ärx = FxF o
h x = GxG;där xF är koordinaterna för x i basen F o
h xG de i basen G. Vi fårGxG = x = FxF = GPxF :Detta ger att xG = PxF ;ty båda vektorerna är x koordinater i basen G. Vi sammanfattar i följandesats:



Föreläsning 8, Linjär algebra IT VT2005 4Sats 2 Låt F = (f1 f2 : : : fn) o
h G = (g1 g2 : : :gn) vara två baser för Rn .Antag att de är relaterade genom F = GP . Låt x vara en vektor med koor-dinaterna xF respektive xG i baserna F respektive G. Då gäller� xG = PxF .� xF = P�1xG:� G = FP�1� P = G�1FExempel 3 Låt f1 = � 11 �; f2 = ��11 � o
h g1 = � �11 �; g2 = ��1�1 � vara tvåbaser för R2 . Dessa är relaterade genomF = (f1 f2) = �1 �11 1 � = ��1 �11 �1�� 0 1�1 0� = G� 0 1�1 0� :Antag att x har koordinaterna xF = � 23 � i basen F , d v sx = 2f1 + 3f2:Då är xG = PxF = � 0 1�1 0��23� = � 3�2� :Kontroll i standardbasen ger:2f1 + 3f2 = 2�11� + 3��11 � = ��15 �3g1 � 2g2 = 3��11 �� 2��1�1� = ��15 � :ON-matriserDe�nition 1 En linjär avbildning från Rn till Rn är isometrisk om denbevarar längder, d v s om jAxj = jxj;för alla vektorer x 2 Rn . Motsvarande matris säges vara en ON-matris.Exempel 4 Exempel på isometriska avbildningar i R2 är rotationer kringorigo o
h spegling genom origo. Båda dessa typer av avbildningar bevararuppenbarligen längden hos en vektor.Man kan visa (se boken avsnitt 6.2) att ON-matriser inte bara bevarar längderutan skalärprodukter i allmänhet, d v sAx � Ay = x � y;för alla vektorer x o
h y. Detta ger att om A är en ON-matris o
h man taren ON-bas e1; : : : ; en så kommer o
kså Ae1; : : : ; Aen att vara en ON-bas, tyalla kommer fortfarande vara av längd 1 o
h skalärprodukten mellan olikaelement kommer att vara 0. Men vi vet sedan tidigare attA = �Ae1 Ae2 � � � Aen�så vi får:



Föreläsning 8, Linjär algebra IT VT2005 5Sats 3 Den kvadratiska matrisen A är en ON-matris om o
h endast om desskolonner utgör en ON-bas.Exempel 5 Betrakta matrisenA = 0�1=p3 1=p6 1=p21=p3 1=p6 �1=p21=p3 �2=p6 0 1A :Vi ser att alla kolonner har längd 1 o
h att de är parvis ortogonala. Alltsåär A en ON-matris.Ett alternativt sätt att uttry
ka att kolonnerna i en matris A är ortonor-merade är att säga att AtA = I, ty när man beräknar AtA så tar manskalärprodukt mellan kolonnerna i A. Denna produkt blir identitetsmatrisenom o
h endast om skalärprodukten av en kolonn med sig själv (d v s läng-den i kvadrat) blir 1 o
h skalärprodukten mellan olika kolonner blir 0. Menom AtA = I så måste At = A�1, så vi har följande viktiga egenskap hosON-matriser som gör det en barnlek att beräkna dess invers.Sats 4 Den kvadratiska matrisen A är en ON-matris om o
h endast At =A�1.


