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Egenvarden och egenvektorer

Definition 1 Antag att A dr en n X n-matris. En n-vektor v # 0 som dr
sadan att A verkar som multiplikation med ett tal X pa v, dvs

Av =)Av, A € R,
kallas for en egenvektor till A. Talet X kallas for ett egenvirde till A.

Exempel 1 1. Lat A = s- I vara matrisen som skalar med talet s. Dad dr
alla vektorer egenvektorer med egenvdrdet s.

2. Mer allmdnt sd lat A vara en diagonalmatris A = diag(ar,as, ..., a,).
Om e; dr standardbasvektor nummer i sa gdller att

Ae; = a;e;,
sa e; ar alltsa en egenvektor till A med egenvirdet a;.

3. Lat A = (;:’:; ’C;lsnt’) vara rotation kring origo vinkeln t moturs. Om

t ¢ {0, 7} sd saknar A egenvektorer, ty dd ar aldrig v och Av parallella.

4. Lat A vara projektionen i R® pa xy-planet, dvs

1 00
A=101 0
000
Da galler att
0 0
A0l =0-(10],
1 1

s (0 0 1) ar en egenvektor med egenvirdet 0. Om v = (x y 0)' dar
en vektor i xy-planet sa dr Av = v sa alla dessa dr egenvektorer med
egenvirdet 1. For alla andra vektorer dr v och Av ej parallella sa dessa
ar de enda egenvektorerna.

Anmérkning 1 Om v dr en egenvektor till A med egenvirde A och ¢ # 0.
Da galler att

Aev) = c(Av) = c(Av) = A(ev),
sd cv ar ocksd en egenvektor med samma egenvdrde. Speciellt kan man alltid
vélja en egenvektor med given lingd, tex kan man vdlja en enhetsvektor.

Hur kan man beridkna egenvirde och egenvektorer nér man inte har enkla fall
da man kan 16sa det geometriskt? Foljande metod fungerar i princip, men i
praktiken endast for sma matriser. Vi har

Ax=x e Ax—x=0< (A-A)x=0

sa (A — AIx = 0 har alltsa en icke-trivial 16sning. Detta dr ekvivalent med
att

det(A — \I) = 0.
(Vi maste ha minst en nollrad efter Gauss-elimination.) Ekvationen med
determinanten kallas for den karakteristiska ekvationen och ar en poly-
nomekvation av grad n.
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Exempel 2 Bestim egenvdrden och egenvektorer till matrisen

G

Den karakteristiska ekvationen blir

o = = 1 - (0 9)
_ ‘3/4/\ 1/4

1/4 3/4)\‘:(3/4—)\)2—1/16

vilket ar ekvivalent med

3 1 3 1 1
4-N’=1/16 X ="+,/—="+-=
(3/4=2) /16 & A 4 16 4 4 {;

Egenvektorerna dr losningar till (A — AN)x =0 for A=1 och A =1/2.

A=1: W (_1%4 _11/;14> - <_B/4 1é4>

Vi far x = (f), siterx = (}) ar en egenvektor till egenvardet 1.

A=1/2:
1 (174 1/4 1/4 1/4
-3 0= (1/4 1/4) < < 0 0
Vi far x = (ft), si ter x = (}1) ar en egenvektor till egenvirdet 1/2.

Vi sag i exemplen ovan att antalet egenvirden till en matris kan variera. Ef-
tersom karakteristiska ekvationen for en n x n-matris ar ett polynom av grad
n sa kan det ha allt fran 0 till n (reella) egenviirden. Vad som &r viktigare
dn antalet egenvirden dr antalet linjirt oberoende egenvektorer. Vi sag tex
att en skalningsmatris A = s - [ bara hade ett egenvirde s, men att alla
vektorer var egenvektorer sa att den har n linjart oberoende egenvektorer.
Dessa kan dessutom véljas sa att de blir ortogonala. Detta ar sant for sym-
metriska matriser i allmédnhet och vi har foljande sa kallade spektralsats
for symmetriska matriser.

Sats 1 Antag att A dr en n X n-matris. Da har A n stycken ortogonala
egenvektorer om och endast om A dr symmetrisk.

Det fullstindiga beviset for denna sats dr komplicerat, men foljande viktiga
delresultat ar inte sa svart att bevisa:

Sats 2 Antag att A dr en symmetrisk n X n-matris. Da dr egenvektorer u
respektive v ortogonala om de hor till olika egenvirden p respektive .

Bevis. Antag att A dr symmetrisk, dvs att A = A?, samt att u respektive v
ar egenvektorer till A med motsvarande egenvirden p respektive A dar pu # A.
Med andra ord sa giller att Au = pu och Av = Av. Det géller att bevisa att
u-v=0_0.
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Genom att utnyttja att A = A’ och att x -y = x'y sa far vi att
(Ax) -y = (Ax)'y = (x'A")y = x'(A'y) = x'(Ay) = x - (Ay),

for godtyckliga vektorer x och y. Vi har att Au = pyu och Av = A\v vilket
ger

(Au) - v =(pu)-v=yp(u-v)ochu- (Av) =u- (Av) = A(u-v).
Men enligt ovan dr (Au)-v =u- (Av) s u(u-v) = A(u-v), dvs
(n=A)(u-v)=0.
Eftersom p # A sa foljer det att u- v = 0 och beviset &r klart. ]

For icke-symmetriska matriser kan i stort sett vad som helst intriffa. Man
vet dock att antalet linjart oberoende egenvektorer inte dr mindre dn antalet
olika egenvirden:

Sats 3 FEgenvektorer till olika egenvarden dar linjdrt oberoende.

Beuvis. Lat vq,...,v, vara n stycken egenvektorer till A med motsvarande
olika egenvérden Ay, ..., \,. Med andra ord sa dr Av; = \;v; och \; # A; om
i 7.

For att visa att egenvektorerna ar linjért oberoende sa géller det per defini-
tion att visa att
O=cvi+---+c,vy, (1)

bara har den triviala 16sningen ¢; = --- = ¢, = 0.
Vi gor ett bevis med hjilp av induktion 6ver n. Om n = 1 sa ar det trivialt
sant, ty egenvektorer dr skilda fran nollvektorn sa

0= C1Vy

har bara trivial 16sning.

Antag nu att det alltid géller om man man har n — 1 olika egenvektorer och
egenvirden for nagot givet n > 1. Vi ska visa att i sa fall géller det ocksa om
man har n stycken. Vi multiplicerar bada sidor i (1) med matrisen A (fran
vanster) och far

0=A(1vi+ -+ cuvy) = qAvi + -+ AV, = v+ -+ A V.

Om vi multiplicerar (1) med A; och subtraherar de tva ekvationerna sa far
vi att
0= CQ()\] — )\Q)VQ + -+ Cn()\] — )\n)vn

Enligt induktionsantagandet sa géller att vo, ..., v, ar linjirt oberoende sa
eftersom \; — \; # 0 om ¢ > 1 sa har denna ekvation bara den triviala
l6sningen ¢y = - -+ = ¢, = 0. Dérmed reduceras (1) till 0 = ¢;v; och ddrmed
ar ¢; = 0 ocksa. Vi har alltsa visat att det bara finns den triviala 16sningen
till (1) och alltsa att vy,..., v, &r linjirt oberoende,

Dérmed kan vi med hjéilp av induktionsaxiomet dra slutsaten att egenvekto-
rer till olika egenvirden &r linjart oberoende.
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Fran denna sats far vi direkt féljande:

Sats 4 En (kvadratisk) matris med k olika egenvirden har dtminstone k
linjdrt oberoende egenvektorer. Speciellt gdller att en nxn-matris med n olika

egenvdrden har n stycken linjdrt oberoende egenvektorer som alltsda utgor en
bas for R".

Ett viktigt resultat far man av foéljande enkla rdkningar dar vi utnyttjar att
multiplikation av tal med matris &r kommutativ. Antag att Av = Av, dar
A € R Da giller

A’v = A(AV) = AQV) = MAV) = X - dv = Ay
v = (A'A)v=A4"1Av)=A"1\v)=)Av),

s A~'v = (1/\)v. Med hjilp av en enkel induktion sa generaliserar vi detta
till:

Sats 5 Antag att v dr en egenvektor till A med egenvirdet X\, dvs Av = \v.
Da gdller att v dar en egenvektor till A™ for alla m € 7 med egenvdrdet \™,
dvs

ATv = \"v.

Denna sats kan man bla anvéinda till att avgéra vad som hander med A"
nar n — oo och den ger ocksa en grund for numeriska metoder att berdkna

egenvarden.
Antag nu att A dr en n X n-matris med n linjirt oberoende egenvektorer
vy,..., v, med motsvarande egenvirden Ay, ..., \,. Vi antar att vi har ordnat

dem sa att [A;| > [Ao| > -+ > |\,|. Da utgor egenvektorerna en bas for R”
och ddrmed kan en godtycklig vektor x skrivas som

X=CV]y+--+cyvp
dar ¢y, ..., ¢, ar x koefficienter i basen v, ..., v,. Vi far att
Ax = A(ervi+ -+ envy) = AV + -+ AV, = AV G AV,
och mer allmént far man om man anviander satsen ovan att
A"x = A"V e\ V.

Vi “normerar” genom att multiplicera med 1/AT", dir ju A; ar det egenvérde
med storst belopp. Da far vi

m m
(I/AT)AMX =C1vy) + CQ)\_inVQ 4+ 4 Cn)\_:lnvn-
1 1

Eftersom A"/ gar mot 0 da m vixer mot oéndligheten sa kommer (en
lamplig multipel) av A™x att ndrma sig egenvektorn v; nir m blir storre
och storre (i alla fall om ¢; # 0). Vi far alltsa en egenvektor till det till
beloppet storsta egenvirdet. Detta dr den sa kallade potensmetoden och
den fungerar bara om det finns ett storsta (till beloppet) egenvirde.
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Exempel 3 Vi ska titta pa den flyttningsmodell som wvi jobbade med pa
gruppévningen som dr uppgift 2.58 i boken. Vi hade ddr att vektorn x, var
en 3-vektor som beskrev hur manga som bodde i storstad, tdtort respektive pa
landsbygden efter n ar. Dessa var relaterade genom

Xp41 = Axna

dar A=
0.96 0.01 0.015
0.03 0.98 0.005

0.01 0.01 0.98

Om xq dr den ursprungliga befolkningsfordelningen sa blir alltsa
x, = A"xg.

Om man riknar ut egenvdirdena for A sa far man att de dar 1, 0.97 respektive
0.95. Vi ser att det finns tre olika egenvdarden och ddrmed 3 linjdrt oberoende
egenvektorer vy, vq, vy som man ldtt kan berdikna ndr man har egenvdirdena.
Nu kan vi uttrycka den ursprungliga vektorn xy © basen vi,vq, V3 genom

Xg = C1V] + CyVg + C3V3,

for nagra tal ci,co och c3. Om vi utnyttjar diskussionen ovan om potenser
och egenvdrden sa far vi

x, = A"xg=A"(c1v1+ cavy + c3v3)

Cl)\?vl + CQ)\S‘VQ + Cg)\?Vg = C1 1nV1 + Co - 0.97”V2 + C3 - 095”V‘;

Nar n gar mot odandligheten sa gar 0.97™ och 0.95" bada mot 0 sd x,, narmar
sig c1vq. Fordelningen kommer alltsd att ndrma sig (en multipel av) egenvek-
torn vi. Om man rdaknar ut och normerar v, sa att summan av elementen
ar 1 sa far man

7/30 0.2333
vi = [13/30 | ~ [0.4333 ],
1/3 0.3333

vilket man mdjligen kinner igen fran gruppovningen. Detta betyder tex att
efter “lang tid” sa kommer en tredjedel av befolkningen att bo pd landsbygden.
Observera att denna fordelning dr oberoende av startvektorn. (Vin av ordning
papekar givetvis att vi maste ha ¢y # 0, men sa kommer alltid att vara fallet
dd vi har en startvektor med positiva koordinater.)

Observera att det inte var en slump att 1 var ett egenvirde och att alla andra
egenvdrden var mindre an 1. Det foljer av problemets natur vilket vi dater-
kommer till senare.



