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Losningar:

1.

4.

Vi anvinder Gausselimination pa totalmatrisen och far

1 2 2 5 12 2 5 1 2 2 5
225 9)—10 -2 1 1] —10 -2 1 -1
3 12 3 18 0 6 -3 3 0 0 0 O

Detta ger z fri, y = (1 + 2)/2 och . = 4 — 3z.

Vi berdknar determinanten av matrisen med de tre vektorerna som rader.
Denna ar skild fran noll om och endast om vektorerna &r linjart oberoende.
Vi far med hjilp av elementira radoperationer att

122 1 2 2
2 2 5 =0 -2 1|=1-(2-2)=0,
141 0 2 -1

sa de ar linjart beroende.

Alternativt kan man observera att determinanten dr samma som i forsta
uppgiften forutom att sista raden &r en multipel av den sista raden dar
och eftersom man fick odndligt manga I6sningar sa maste de vara linjart
beroende.

Lat P = (1,2,0) och @ = (2,2,3). Da ar @ en punkt pa linjen. Om Cﬁﬁ
ar ortogonala projektionen av QP pa linjen sa ges avstandet d fran P till

linjen av
N R

Vektorn n = (1/4/14)(1 2 3)" dr en normaliserad riktningsvektor for linjen.
Vi har att

‘cﬁﬁ —[(-10 —3) =12 43 =10
och

Cﬁrlr = ‘(n : Cﬁ)’)m2 = ‘n : Cﬁr = ‘10/@2 =50/7.

Alltsa #r det sokta avstandet d = /10 — 50/7 = 1/20/7.

(a) Den karakteristiska ekvationen &r
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som har l6sningarna x = 0 och z = 1 som dédrmed &ar de tva egenvir-
dena. Egenvektorerna far man genom att dels 16sa Ax = 0 som ger
multiplar av (1 — 1)" och dels

1 1
O_AXX_(12 21)
22

som har 16sning alla multipler av (1 1)*. Vi har alltsi att 0 ir egenvérde
med egenvektorer alla multiplar av (1 — 1)" och att 1 &r egenvirde
med egenvektorer alla multiplar av (1 1)%.

(b) De tvéa egenvektorerna ér ortogonala. Multipler av (1 1)* &r of6rénd-
rade och de ortogonala vektorerna avbildas pa nollvektorn. Dirmed
ar det ortogonal projektion pa linjen genom origo med riktningsvektor

(11)".

5. Om R dr matrisen for rotationen och S dr matrisen for speglingen sa dr den
sokta matrisen M = SR. Vi har att rotationen ges av

o cosm/4 —sinw/4) 1 (1 1
© \sinw/4 cosm/4 ) L\l 1)°

Speglingen avbildar (}) pa (9) och vice versa sa

= (1)

Det ger att den sokta matrisen ar

1 /1 1
wesne L (1),

6. Alla vektorer som &r normaler till planet, d vs vektorer pa formen (0 0 z)?,
avbildas pa nollvektorn. Dessa kommer darfor att vara egenvektorer med
egenvardet 0.

Alla vektorer som &r parallella med planet, d vs vektorer pa formen (z y 0)°
kommer att vara oférdndrade sa de kommer alltsa att vara egenvektorer med
egenvardet, 1.

Vi har nu hittat tre linjirt oberoende egenvektorer (tex de tre enhetsvekto-
rerna) och ddrmed har vi hittat alla egenvektorer och egenvirden eftersom
en 3 X 3-matris inte kan ha fler egenvektorer.

7. Lat x =u+ v och y = u — v. Forutsittningarna i uppgiften ger att

1
lu| = 2|v| och u- v = cos ~|u||[v| = = - 2]v[? = [v|%.
3 2



Den sokta vinkeln o uppfyller att

X'y

cosa = ——.
[x[ly]

Genom att utnyttja forutsidttningarna sa far vi att
x-y=(u+tv) (u—v)=[uf—|v[ =3/
och

xPly? = (u+v)-(u+v)(u—v) - (u—v)
= (\u\Q + |V\2 + 2u- v)(|u|2 + \v|2 —2u-v)= 7|v\2 . 3|v\2.

Det ger att

cos 3\v|2 \/§ och a CCOS\/§
0= —— =4/ = o = ar —.
VTV3|v |2 7 7

. Lat parallellogrammen vara ABC D. Lat PQ RS vara mittpunkterna i kvadra-
terna pa sidorna AB, BC', C'D respektive DA. Vi ska visa att PQRS &r en
kvadrat. Satt E = 2u och AD = 2v. Lat u’ vara vektorn fran mittpunk-
ten av AB till P. Da géller att ju| = |u| och u-u' = 0. Pa motsvarande
siatt lat v’ vara vektorn fran S till mittpunkten pa AD. Da ar |v| = |v/|
och v - v/ = 0. Dessutom géller att (u,u’) och (v,v') har samma orien-
tering si u-v = u' - v/ och u-v' = —u’ - v. Den sista likheten f6ljer av
att om vinkeln mellan u och v’ dr a s &r den mellan u’ och v © — a och
cosa = — cos(m — a).

Om vi adderar vektorer och utnyttjar att ABCD &r en parallellogram sa
far vi

]@ = S—}%:—u'+u+v+v',
Q?? = ﬁ:—v'—l—v—u—u'.

Vi ska visa att ‘]@‘ = ‘Q?‘ och 1@ : Q? = 0. Direkt berdkning samt

utnyttjande av sambanden mellan u, u’, v och v’ ger

P - an - 70.70-ai-an

= —4du v +4u-v=0
PO-Qk = —2u'-v—2u-v' +[u]?—|uf = V]2 + [v|? = 0.

Detta var precis vad vi skulle visa och darmed &r saken klar.



