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Losningar:

1. Vi anvinder Gausselimination pa totalmatrisen och far

1 2 -1 3 1 2 -1 3 1 2 -1 3
22 -14)—10 -2 1 -2]—{(01 4 -4
2 5 2 2 0 1 4 -4 00 9 =10

Detta ger z = —10/9, y = —4—4(—10/9) =4/9 och x = 3-10/9—-2-4/9 =
1.

2. Lat @ = (2,2,3). Da dr @ en punkt pa linjen. Om Q?L ar ortogonala
projektionen av QP pa linjen sa ges avstandet d fran P till linjen av

1=l - .

Vektorn n = (1/4/14)(1 2 3)! &r en normaliserad riktningsvektor for linjen.
Vi har att

2

‘Cﬁ‘z =[(-10 =3) P =124+32=10

och
QP = |- QP)n| = |n- P

Alltsa &r det sokta avstandet d = /10 — 50/7 = 1/20/7.

2 2
- ‘-10/@‘ = 50/7.

3. Enriktningsvektor for planet ges av riktningsvektorn for linjen v; = (1 2 3)".
En andra riktningsvektor vy far man genom att ta vektorn fran origo till
en punkt pa linjen, tex (2,2, 3). Det ger vo = (2 2 3)’. Vi far nu en normal-
vektor till planet

e, € €,
n=v;xve=|[1 2 3|=(03 —2)"
2 2 3

Déarmed ar ekvationen for planet given av 3y — 2z +d = 0, diar d = 0
eftersom planet gar genom origo. Svaret ar alltsa 3y — 2z = 0.

4. Om A har egenvirdena A{, A\ och A3 med motsvarande normaliserade orto-
gonala egenvektorer vy, vo och v3 sd &r A = PDP! diar P = (v v, v3) och
D ar diagonal med egenvirdena pa diagonalen. Vi bestimmer egenvirden
och egenvektorer.



Den karakteristiska ekvationen ges av
T—A -4 4 7T—A 0 4
0 =1]|-4 5-X 0 |=|-4 5=-X 0
4 0 9-2A 4  9—-—X 9—-)
= (T=XN)B-XNO—-X)+4(-36+4\+4(\—5H))
= =M +2107 = 1112+ 91 = —(A = 1)(A\? — 20\ + 91)
—A=1DA=7)(A=13).
Hér utnyttjade vi forst att man kan addera en multipel av kolonn till en
annan utan att dndra determinanten och for att faktorisera polynomet an-

vinde vi tipset att A = 1 ir ett egenviirde. Aterstar nu att bestimma
egenvektorerna.
A = 1: Likheten Av; = vy ger
6 -4 4 -1 1 0
-4 4 0] — 3 -2 2
4 0 8 1 0 2
-1 10 -1 10
— 0 12| —10 1 2],
0 1 2 0 00

vilket ger vi = (1/3) - (-2 —2 1)
A = T: Likheten Avy, = Tvy ger

0 —4 4 -2 -1 0)
-4 =2 0] — [0 -11
4 0 2 2 0 1
-2 -1 0 -2 -1 0
— |0 -1 1]—0 -1 1],
0 -1 1) 0 0 0

vilket ger vo = (1/3)- (1 —2 —2)%
A = 13: Likheten Avy = 13v, ger

-6 —4 4 1 0 -1
—4 -8 0 — -3 -2 2
4 0 —4 -1 -2 0
1 0 -1 1 0 -1
— |0 -2 -1] — |0 -2 -1},
0 -2 -1 0 0 0
vilket ger v3 = (1/3) - (-2 1 —2)*.
Vi far alltsa
1 -2 1 =2 1 0 O
P = 3 -2 =2 1 och D=0 7 0
1 -2 =2 0 0 13



5. Vi berdknar determinanten av matrisen med de tre vektorerna som kolum-
nerer. Denna &r skild fran noll om och endast om vektorerna &r linjart
oberoende. Vi far med hjilp av elementéira radoperationer att

1 3 9 1 3 9 13 9
6 2 2/ =0 —16 —52| = (-4)(-7)|0 4 13| =28.(8—13) = —140,
2 -1 4 |0 -7 -14 01 2

sa de ar linjart oberoende.

6. Vi har att e, dr oférdndrad och att zz-planet roterar i positiv led. Det ger

att
cosm/4 0 —sinw/4 1/vV/2 0 —-1/y/2
A= 0 1 0 = 0 1 0
sint/4 0 cosw/4 1/v/2 0 1/V2
Spegling i yz-planet paverkar inte e, och e, medan e, avbildas pd —e,. Det
ger att
-1

B=1|0
0

O = O

0
0
1
Den sokta matrisen ar

-1 .0 0\ /1/vV/2 0 —1/V2 -1/vV2 0 1/v2
10 0 1 0 = 0o 1 0
0 1

1/vV/2 0 1/V2 1/vV/2 0 1/V/2

C=BA=

7. (a) Vi har att villkoren i uppgiften ger att
R, B L\ (R, R,
(k) = (2 1) () = ()
n+1 3 0 n n

Rekursivt far vi da att
Rn AN RO
(1) = ()

sd matrisen A ar den som eftersoks.

o.a|u>»—t

(b) Lat vi = (1) och vy = (1y). Dessa ir egenvektorer till A och vi far
speciellt att

Av, = 0.9"v,

AnVQ = 1.1nV2
Varje vektor x kan skriva som

X =c1Vy+ cve, ¢ €R



Speciellt giller det att

R
(K?)> = C1V1 + CoVy,

for nagra reella tal c¢; och ¢y. Vi far da att

Rn n R n 1 n
(Kn) = A (K?)) =A (61V1 + CQVQ) =c1-0.9"v +co - 1.1%vs.

Om det finns exakt 7 ganger s& manga kaniner som révar fran bérjan
sa betyder det att (IIE‘(’J) ar en multipel av v och darmed ar c, = 0.
Det ger att populationen ges av

Cy - 0.9”V1

och den kommer alltsi att minska med 10% varje ar for bada arterna
och det kommer fortsatt att vara 7 ganger s manga kaniner som révar.

Om det inte finns exakt 7 ganger sa manga kaniner som révar sa &r
co # 0 sa da kommer till slut (for tillrdckligt stora n) termen cy-1.1"vy
att dominera vilket betyder en 10-procentig 6kning varje ar for bada
arterna samt 10 ganger sa manga kaniner som rivar.

8. Alla vektorer i planet kommer att vara oféréindrade sa dessa ar egenvektorer
med egenvardet 1. De vektorer som &r vinkelrdta mot planet avbildas pa
nollvektorn sa dessa har egenvirdet 0. Summerar vi sa ar alltsa vy, vy
och v; X vy tre linjart oberoende egenvektorer med egenvirdena 1, 1 och 0.
Nagra fler finns det inte, eftersom vi bara kan ha hogst tre linjart oberoende
vektorer i R3.



