MATEMATIK, Chalmers Tekniska Hogskola
Tentamen i Linjar algebra IT, TMV205, 2005-03-18.

Losningar:

1.

(a) Vi berdknar determinanten (ej unik 16sning om och endast om det A =
0) med hjélp av Sarrus regel:

det A=1-(—a-3-1-1)-2-(2-3-1-2a)+3-(2-1—(—a)-2a) = 6a*+a—7.
Vi loser andragradsekvationen 0 = 6a? + a — 7 och far @ = 1 och
a = —7/6 vilket ar de tva viarden da det inte finns unik 16sning.

(b) Tag tex a = 1 och lat b vara nollvektorn. Vi har da ett homogent
system som ju alltid har odndligt manga 16sningar om det inte finns
en unik sadan.

2. Vi tar punkten @@ = (—3,0,0) pa planet (gar bra med vilken punkt som

helst). Avstandet fran P till planet ges nu av lingden av den ortogonala

projektionen, ]@n, av ]@ pa (den normerade) normalen n = %(1 12)" till
planet. Denna ges av

1 -6 1 11
—2 2

Det finns odndligt manga plan som innehaller den givna linjen. Det enda
som krivs dr att planets normal dr vinkelrdt mot riktningsvektorn for linjen
och att det innehaller en punkt pa linjen. Riktningsvektorn for linjen ar
(11 — 2)" s& vi kan tex ta n = (111)" som normal. Dirmed far vi en
ekvation pa formen x +y + 2z + D = 0 dér vi bestimmer D genom att
utnyttja att punkten P = (1, 2, 3) ligger pa linjen (och dirmed ska ligga
pa planet). Det ger 1+2+4+3+ D =0, sa D = —6. Ett exempel pa ett plan
som uppfyller kriterierna ar alltsa x 4+ y + z = 6.

. Vi later F' vara matrisen som har f, f; och f3 som kolonner. Da giller att

X koordinater i standardbasen, xg, och dess koordinater i F-basen, xp,
uppfyller
Xp = F7]XE'.

Eftersom F dr en ON-matris sa ar F~! = Ft. Vi beriknar forst
1 e, €, e, —1
f,=——|1 1 0]=——1["1

W2y o 1] 320y
Vi far da

1/vV2 —1/V2 0 1 Al
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Kontrollera att det stimmer, dvs att 0-f; + % 1+ @ -f;3 har koordinaterna
(1,1,1):

2 —1 1

5 2 Y 1
0'f1+—'f2+£'f3:— 2 —|—— *1 — 1
3 3 9 1 9 A 1

5. (a) Vi far att antalet ungar respektive vuxna talgoxar ar k + 1 uppfyller

Y1 = 0.2z, + 0.7yx.

Med matrisnotation blir detta vy, = Avy med
0.1 1.4
A= (0.2 0.7) ’
(b) T det langa loppet kommer antalet talgoxar att oka med 0.8% per
ar och andelen unga faglar kommer att vara 61%. Detta foljer av att

eftersom A; > 1 och | Ay |< 1 s kommer fordelningen att nérma sig en

multipel av u; och denna multipel kommer varje ar att multipliceras
med A;.

6. Lat f; = %(1 12)" vara en normerad normalvektor till planet och bestim
f; och f5 sa att de har ldngd 1, dr ortogonala och spanner upp planet. Man
kan tex ta f, = %(1 —10)" och f; = f; x £, (eller direkt observera att)

f; = %(1 1 —1)" duger. T basen (f, 5, f3) har avbildningen matrisen

—1
AF - O
0

S = O
_ o O

Det ger att den i standardbasen har matrisen

1 2 -1 =2
A=FApF ' =FA.F'= 3 -1 2 =2
-2 -2 -1
Alternativt kan man direkt utnyttja att
A=1-2ff.
7. (a) Vivet att | x |=|y | och att
1

x-y =cosa|x | y|= 5 |x].



Vi ska berdkna [ dar
u-v
cosff = ———.
jullv|

Vi beriknar téljaren och (kvadraten av) ndmnaren var for sig:
u-v = (ax+by) (ex+dy)=ac|x|*+bd |y [* +(ad +be)x -y
= (ac+ bd + %(ad+ be)) | x |?
och
[u [ v [? = ((ax+by) - (ax+Dby)) ((ex +dy) - (ex + dy))
= (a® | x P40 |y " +2abx - y) (¢’ | x > +d* | y |” +2cdx - y)

2 2
= (a®+ gab+62)(02 + §Cd+d2) B

Beridknar vi kvoten sa far vi att termerna som innehaller lingden av
x tar ut varandra och vi far:

ac + bd + % (ad + be)
\/(a2 + Zab + b?2) (2 + 2cd + d?)

[ = arccos

(b) Vi ska se till att téljaren i argumentet till arccos blir 0, dvs
1
0 = ac+ bd + g(ad+bc).

En 16sning (bland oéndligt manga) &r a = b =c=1 och d = —1.

8. Motstaende hornen i en kub med sidan a och sidorna ldngs axlarna i koor-
dinatsystemet har koordinaterna:

(0,0,0) och (a,a,a)
(0,0,a) och (a,a,0)
(0,a,a) och (a,0,0)
(0,a,0) och (a,0,a).
Rymddiagonalerna ér alltsa vektorerna
a a a a
al, a |, |—a] och | —a
a —a —a a

Langden av var och en av dessa ar V3a och skalarprodukten mellan dem
ar antingen a® eller —a?. Det betyder att vinkeln 3 mellan ett par av dessa
vektorer uppfyller

+a? 1
— =+
V3aV/3a 3
Om cos 8 < 0 sa ar vinkeln mellan vektorerna trubbig och cosinus av den
spetsiga vinkeln mellan diagonalerna ar da negationen av det viardet. Alltsa
ar cosinus for vinkeln mellan diagonalerna alltid 1/3.

cos ff =



