
MATEMATIK, Chalmers Tekniska HögskolaTentamen i Linjär algebra IT, TMV205, 2005-03-18.Lösningar:1. (a) Vi beräknar determinanten (ej unik lösning om o
h endast om detA =0) med hjälp av Sarrus regel:detA = 1�(�a�3�1�1)�2�(2�3�1�2a)+3�(2�1�(�a)�2a) = 6a2+a�7:Vi löser andragradsekvationen 0 = 6a2 + a � 7 o
h får a = 1 o
ha = �7=6 vilket är de två värden då det inte �nns unik lösning.(b) Tag t ex a = 1 o
h låt b vara nollvektorn. Vi har då ett homogentsystem som ju alltid har oändligt många lösningar om det inte �nnsen unik sådan.2. Vi tar punkten Q = (�3; 0; 0) på planet (går bra med vilken punkt somhelst). Avståndet från P till planet ges nu av längden av den ortogonalaprojektionen, �!PQn, av �!PQ på (den normerade) normalen n = 1p6(1 1 2)t tillplanet. Denna ges av����!PQn��� = ����!PQ � n��� jnj = 1p6 ������0��6�1�21A �0�1121A������ = 11p6 :3. Det �nns oändligt många plan som innehåller den givna linjen. Det endasom krävs är att planets normal är vinkelrät mot riktningsvektorn för linjeno
h att det innehåller en punkt på linjen. Riktningsvektorn för linjen är(1 1 � 2)t så vi kan t ex ta n = (1 1 1)t som normal. Därmed får vi enekvation på formen x + y + z + D = 0 där vi bestämmer D genom attutnyttja att punkten P = (1; 2; 3) ligger på linjen (o
h därmed ska liggapå planet). Det ger 1+ 2+3+D = 0, så D = �6. Ett exempel på ett plansom uppfyller kriterierna är alltså x + y + z = 6.4. Vi låter F vara matrisen som har f1; f2 o
h f3 som kolonner. Då gäller attx koordinater i standardbasen, xE, o
h dess koordinater i F -basen, xF ,uppfyller xF = F�1xE:Eftersom F är en ON-matris så är F�1 = F t. Vi beräknar förstf3 = 13p2 ������ex ey ez1 �1 02 2 1 ������ = 13p20��1�14 1A :Vi får dåxF = F�1xE = F txE = 0� 1=p2 �1=p2 02=3 2=3 1=3�1=3p2 �1=3p2 4=3p21A0�1111A = 130� 05p21A :



Kontrollera att det stämmer, d v s att 0 � f1+ 53 � f2+ p23 � f3 har koordinaterna(1; 1; 1): 0 � f1 + 53 � f2 + p23 � f3 = 59 0�2211A+ 190��1�14 1A = 0�1111A :
5. (a) Vi får att antalet ungar respektive vuxna talgoxar år k + 1 uppfyllerxk+1 = 0:1xk + 1:4ykyk+1 = 0:2xk + 0:7yk:Med matrisnotation blir detta vk+1 = Avk medA = �0:1 1:40:2 0:7� :(b) I det långa loppet kommer antalet talgoxar att öka med 0:8% perår o
h andelen unga fåglar kommer att vara 61%. Detta följer av atteftersom �1 > 1 o
h j �2 j< 1 så kommer fördelningen att närma sig enmultipel av u1 o
h denna multipel kommer varje år att multipli
erasmed �1.6. Låt f1 = 1p6(1 1 2)t vara en normerad normalvektor till planet o
h bestämf2 o
h f3 så att de har längd 1, är ortogonala o
h spänner upp planet. Mankan t ex ta f2 = 1p2(1 � 1 0)t o
h f3 = f1 � f2 (eller direkt observera att)f3 = 1p3(1 1 � 1)t duger. I basen (f1; f2; f3) har avbildningen matrisenAF = 0��1 0 00 1 00 0 11A :Det ger att den i standardbasen har matrisenA = FAFF�1 = FAFF t = 13 0� 2 �1 �2�1 2 �2�2 �2 �11A :Alternativt kan man direkt utnyttja attA = I � 2f1f t1:
7. (a) Vi vet att j x j=j y j o
h attx � y = 
os� j x jj y j= 13 j x j2 :



Vi ska beräkna � där 
os � = u � vj u jj v j :Vi beräknar täljaren o
h (kvadraten av) nämnaren var för sig:u � v = (ax+ by) � (
x + dy) = a
 j x j2 +bd j y j2 +(ad+ b
)x � y= (a
+ bd + 13(ad+ b
)) j x j2o
hj u j2j v j2 = ((ax+ by) � (ax + by)) ((
x+ dy) � (
x+ dy))= �a2 j x j2 +b2 j y j2 +2abx � y� �
2 j x j2 +d2 j y j2 +2
dx � y�= (a2 + 23ab + b2)(
2 + 23
d+ d2) j x j4 :Beräknar vi kvoten så får vi att termerna som innehåller längden avx tar ut varandra o
h vi får:� = ar

os a
+ bd + 13(ad+ b
)q(a2 + 23ab + b2)(
2 + 23
d+ d2) :(b) Vi ska se till att täljaren i argumentet till ar

os blir 0, d v s0 = a
+ bd+ 13(ad+ b
):En lösning (bland oändligt många) är a = b = 
 = 1 o
h d = �1.8. Motstående hörnen i en kub med sidan a o
h sidorna längs axlarna i koor-dinatsystemet har koordinaterna:(0; 0; 0) o
h (a; a; a)(0; 0; a) o
h (a; a; 0)(0; a; a) o
h (a; 0; 0)(0; a; 0) o
h (a; 0; a):Rymddiagonalerna är alltså vektorerna0�aaa1A ; 0� aa�a1A ; 0� a�a�a1A o
h 0� a�aa 1A :Längden av var o
h en av dessa är p3a o
h skalärprodukten mellan demär antingen a2 eller �a2. Det betyder att vinkeln � mellan ett par av dessavektorer uppfyller 
os � = �a2p3ap3a = �13 :Om 
os � < 0 så är vinkeln mellan vektorerna trubbig o
h 
osinus av denspetsiga vinkeln mellan diagonalerna är då negationen av det värdet. Alltsåär 
osinus för vinkeln mellan diagonalerna alltid 1=3.


