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Losningar:

1. Ett homogent system har alltid minst en l6sning (den triviala) och ddrmed
ar svaret pa forsta fragan: aldrig. For att avgora nar det finns odndligt
manga l6sningar sa kan man tex berdkna determinanten som &r noll om
och endast om det finns odndligt manga l6sningar. Vi anvinder Gausseli-
mination och far

1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1
2 2 —-1/=/0 -2 1 |=|0 -2 1
25 a| |0 1 a+2 [0 0 a+2
Alltsa vi har odndligt manga losningar om och endast om a = —g och i
ovriga fall en unik 16sning.
2. Vi bestdmmer de tva vektorerna
— — 4
u:P3P1: 1 OChV:P3P2: 4
0 3

som spinner upp planet. En normal till planet ges da av

e, € €, 3 1
uxv=|1 1 0|=|-3|=3|-1],
4 4 3 0 0

vilket ger att planet har en ekvation pa formen x — y + d = 0. For att
bestdmma d sdtter vi in tex punkten P; och far —2 +1 4+ d = 0 och
slutligen alltsa att ekvationen ar

r—y+1=0.

3. Lat Q = (—2,0,0). Da &ar @ en punkt pa linjen (t = —3). Om Cﬁ’L ar orto-
gonala projektionen av QP pa linjen sa ges avstandet d fran P = (1,1,1)

till linjen av
- o7 - @

Vektorn n = (1/4/14)(1 2 3)! &r en normaliserad riktningsvektor for linjen.
Vi har att

2

‘cﬁ;r =31 =32 +12+12=11



och

2

QP.[ = |- QP

Alltsa &r det sokta avstandet d = /11 — 32/7 = 1/45/7.

_ ‘n . cﬁ%r - ‘8/@‘2 = 64/14 = 32/7.

. Vi skapar sammanséttningen av avbildningen som avbildar v; och vy pa
standardbasen foljt av avbildningen som avbildar standardbasen pa x; och
Xo. Detta dr uppenbarligen avbildningen som vi sdker. Den forsta avbild-
ningen ges av inversen till A dir A avbildar standardbasen pa v; och vy
och om vi kallar den andra matrisen for B sa far vi enligt bassatsen att

A=(vi vp) = (g 1) ,sa A7l = (_12 _31)

B=(x x2):(§ 2)

Det ger att den sokta matrisen ar
4 5 1 -1 —6 11
—1 _ _
= (5 6) (L 3)=(3 n)

. Vi vet att en matris som uppfyller kraven #r A = PDP~! dir D ir en
diagolmatris med egenvardena pa diagonalen och P en matris med egenvek-
torerna som kolonner. Observera att de tre egenvektorerna &r ortogonala,
sa vi kan vilja P som en ON-matris genom att normera egenvektorerna.
Dérmed kommer vi att ha P~ = Pt

och

Vi satter alltsa t ex

100 L[4 30
D=0 2 0 ochP==-|-3 4 0],
00 4 >\o 0 5
vilket ger
34 12 0
A=PDP'=—_112 41 0
2 \0 0 100

. Om nagon av vektorerna dr nollvektorn sa dr de olika produkterna trivialt
nollvektorn i bada fallen. Antag nu att de inte ar nollvektorn.

(a) Enligt definitionen &r x x x = 0 for alla vektorer x och darmed &r
(u x v) X (u x v) =0 for alla vektorer u och v.



7.

8.

(b) Om u och v é&r parallella si & u x v .= 0 och da ar forstas dven
((ux v) xu) x v =0. Om de inte dr parallella s &r u x v normal
till planet som spianns upp av u och v. D& giller att x = (u x v) X u
ligger i detta plan och &r ortogonal mot u. Vi har att x x v = 0 om
och endast om x och v dr parallella. Eftersom x, u och v alla ligger i
ett plan och x och u ir ortogonala sa dr detta ekvivalent med att u
och v ar ortogonala. Alltsa ar

(uxv)xu)xv=xxv=0

om och endast om u och v &r parallella eller ortogonala.

Det riacker att visa att det dr sant i rummet. Om man ar i planet kan
man helt enkelt betrakta detta som tex zy-planet i rummet (med tredje
koordinaten lika med noll).

Lat x och y vara sidorna i parallellogrammen som har u och v som dia-
gonalvektorer. D& giller (lite olika beroende p& hur man ordnar och riktar
diagolnalerna) att x +y = u och y —x = v vilket ger att y = 3(u+v) och

x=z(u-v).

Arean av parallellogrammen som spidnns upp av tva vektorer dr lika med
langden av deras vektorprodukt. Alltsd &r arean av P, lika med |u X v| och
arean av P; lika med |x X y|. Rékneregler for vektorprodukt ger

1 1
Xxy:§(u—v)x§(u+v)

1
=—-(uxu+uxv—-vxu—vxv)

1 1
:Z(O+u><v+u><v—0):§(u><v).

Dirmed &r arean av P; lika med 1|(u x v)| och alltsd hilften av arean av
P.

(a) Antag att n > 4. De fyra forsta kolumnerna i A ser ut s hér:

x? x4+ 1)2

(x+1)° (z+2)° (z+3)
(z+1)* (242 (2+3)* (z+4)
det(4) = [z +2)> (z+3)* (2+4)* (z+5)°
(+3)* (z+4)* (z+5)* (z+6)

Vi subtraherar 3:e kolonnen ifran den 4:e, 2:a kolonnen ifran den 3:e
och slutligen den 1:a kolonnen ifran den 2:a. Detta &ndrar inte virdet
pa determinanten och eftersom (z+n)? — (z+(n—1))> =2z +2n—1



s far vi da:

x? 20+1 2x+3 22+5
(r+1)? 20+3 2x+5 247
det(A) = (£ +2)> 22+5 20+7 22+9
(x+3)? 2047 2249 2z+11

Vi subtraherar nu aterigen 3:e kolonnen ifran den 4:e och 2:a kolonnen
ifran den 3:e och far nu

z? 2z +1
(x+1)2 22+3
det(4) = |(z+2)> 2245
(x+3)? 2047

NN NN
NN NN
=

eftersom tva kolonner &r identiska.
Det riacker att ta ett exempel och berikna determinanten och se att
den inte blir noll. Satt tex x = 0 vilket ger

4
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0
det(A) = |1 = —8.
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I sjélva verket 4r den —8 oavsett vilket x man véljer!



