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Linjer
En linje i planet som inte ar lodrit kan skrivas pa formen y = kx + m dar

k,m € R. En lodrit linje har ekvationen x = n for nagot n € R. For att
slippa olika typer av ekvationer kan man skriva bada fallen som

Ar 4+ By +C =0,

dir y = kx +m tex svarar mot A=k, B=—10och C =m och xr =n tex
svarar mot A = 1, B = 0 och C' = —n. Omvént sa ar de punkter i planet
som satisfierar Az + By + C' = 0 en rit linje (savida inte A = B = 0 da det
antingen ar hela planet eller tomma méangden).

Ett annat sétt att beskriva en linje &r med hjalp av en punkt P = (¢, yo)
pa linjen och en riktningsvektor v = (2;) for linjen, d vs en vektor som &r
parallell med linjen. Om R = (z,y) ar en godtycklig punkt pa linjen sa ar
PR = tv for nagot t € R. I koordinatform blir detta

r—x9\ _ [tur oller T =x9+tvg
Y=Y 4% Y = yo + lvs.

Detta brukar kallas linjens ekvation pa parameterform.

Antag nu att vi har en linje given av Az + By + C' = 0. En riktningsvektor
ges av PTP; dir Py och P ar godtyckliga punkter pa linjen och fran detta
far man linjens ekvation pa parameterform. Ett annat sitt dr att helt enkelt
satta x =t (om B # 0, annars y = t) och sedan 16sa ut y = (1/B)(—At—C),

(5) - (—CS)/B) o (—;/B> |

Hiérifran ser vi att ( _Al/B) = (1/B)( 2,) &r en riktningsvektor. Om vi istllet
satter y =t (antar A # 0) sé far vi x = (1/A)(—=Bt — C), dvs

zr\ (—C/A —B/A
(o) = 5+ ()
I det hiir fallet far vi att (~5/4) = (=1/A)( %) &r en riktningsvektor. I
bada fallen far vi alltsa att ( 5,) dr en riktningsvektor.
Observera ocksa att n = ( g) ar ortogonal mot riktningsvektorn ( _BA) och

alltsa 4r n = (g) en sa kallad normalvektor till linjen Ax + By + C = 0.

Exempel 1 Tag linjen y = 3x + 7. Den kan vi iskriva som 1y - 3r—T7=0.
En normalvektor till linjen ges da av (—3 1) sa att (1 3) ar en rikt-
ningsvektor for linjen. Punkten (0,7) ligger pa linjen sd linjens ekvation pd

parameterform blir
z\ (0 s 1
y) \7 3/

Hittills har vi tittat pa linjer i planet. Vad hinder om vi 6kar dimensionen
med 17 Jo, pa motsvarande sétt ges ekvationen pa parameterform for en linje
i rummet av

8

i (%1
y|=0R+tv= |y | +t-|v2 ]|,
20 V3

N



Férelasning 5, Linjar algebra I'T V12008 2

dar Py = (xo, Yo, 20) dr en punkt pa linjen och v en riktningsvektor. I rummet
kan man inte ge en linje med en ekvation av typen Az + By +Cz+ D =0
(detta blir som vi ska se ett plan). Daremot kan man ge en linje som de
punkter som uppfyller tva sadana ekvationer.

Plan

Lat 7 vara ett plan i rummet och antag att n = (A B C’)t ar en normal-
vektor till planet, d vs n dr ortogonal mot varje vektor som ar parallell med
planet. Om Py = (zo, %0, 20) ar en fix punkt i planet och P = (z,y,z) en
godtycklig punkt i planet, sa galler alltsa att

A T — To

—
0 =nRP=(B| |y—u
C zZ— 2

= Az —x) + B(x —z9) + C(2 — 20)
= Az + By+ Cz+ (—Axy — Byy — Cz).

Observera att Fy antogs vara en fix punkt sa att xg, yo och 2y dr nagra fixa
tal sa att D = —Axg — Byy — Cz ar ett bestamt tal. Vi far alltsa att

Ar+By+Cz+ D =0

ar ekvationen for ett plan med normalvektorn (A B C’)t . Notera analogin
med ekvationen for en linje i planet, da

Ar+By+C =0
ar ekvationen for en linje med normalvektorn (A B)t .
Exempel 2 Bestim ekvationen for planet som gar genom punkten (1,2,3)
och som har (4 ) 6)t som normalvektor. Vi sag ovan att ekvationen ar pad

formen 4x 4+ 5y + 62+ D = 0 for nagot D. Man bestammer enklast D genom
att utnyttja att (1,2,3) ligger pd planet sa att

0=4-145-246-3+D =32+ D.
Darmed ar D = —32 och ekvationen dr 4x + by + 6z — 32 = 0.

Lat u = (:L‘l Y1 21) och v = (mg Yo ZQ) vara tva ickeparallella vektorer
som ar parallella med ett plan. Da ar varje vektor w som &r parallell med
planet en linjirkombination av u och v, w = su+tv. Sa om Fy = (xg, Yo, 20)
ar en fix punkt i planet och P = (z,y, z) ar en godtycklig punkt i planet s&

—

géller att Py P = su + tv for nagra s,t € R. I koordinatform blir detta

T — X sx1 + txo T = Tg+ sr1 + txs
y—1yo | = | sy1 +tys | eller Y = Yo + Ssy1 + tyo
Z— 2 521 + t2o Z =29+ sz1 + 2.

Detta brukar kallas planets ekvation pa parameterform.
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Avstand

Forst ska vi ge en metod for att beriikna (minsta) avstandet d fran en punkt
P till en rét linje L. Avﬁndet ges ju av avstandet mellan P och den punkt ()
pa L som ar sadan a‘ﬁ@ ar ortogonal mot L. Det giller alltsa att bestimma
@, eller i varje fall |PQ)|.

R

Lat R vara en fix &nkt pa L,_\)/ilken som helst. Da ar triangeln PQR rit-
vinklig och RQ) = RPy, dvs RP:s ortogonala projektion pa L. Med hjilp av
Pythagoras sats far man da

— — — — —
1= PG| = \/|RP| — |RQ| = \/|RP|? — |RP.P.

Anmirkning 1 Observera att denna metod fungerar bade i tva och tre di-
mensioner. Notera ocksd att valet av punkten R inte paverkar resultatet.

Exempel 3 Vad ar avstindet d mellan punkten P = (1,2,3) och linjen L

gilven av
r=4+1
y=5+2t
z2=6+4 3t

Lat tex R = (4,5,6) € L. Vi har att v = (1,2,3) ar en riktningvektor for L
och en enhetsvektor parallell med v ges av

1 1
= —V =
v V14 3

e

- .. H .. . . H
Vi far dirmed om RQ) dr den ortogonala projektionen av RP pa L att

3
‘ﬁ‘ = [[-3]|=3v3.
-3
—3\ (1
‘RQ‘ — RPL‘:‘(RP-e)e‘:‘RP-e‘|e|: 3 [2]= =

via | 3 ' 3 14

2 182 \/ 27(7 — 6)
= 2 _— — = _—
\/ [y 7 s

— — 2 —
d = PQ‘:\/‘RP —‘RQ

~| w
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Vi ska nu angripa problemet att berikna avstandet d mellan en punkt P =
(x,y,z) och ett plan 7 i rummet. Antag att ekvationen for planet &r given
av Ar + By+ Cz+ D = 0. Da ar
A
1
B
VA2 +B*+C? \ o

en normalvektor till 7 av langd 1. Lat Py = (o, Yo, 20) vara en godtycklig
punkt i planet. Avstandet fran P till 7 ges da av langden av den ortogonala

—
projektionen av FPyP pa normalen till planet. Vi far alltsa att

1 A T — o

d = |(e-PyP)e| = le- RP| = Bl-{v-w
A2+ B2+ C? \ o L

0

|Az + By + Cz — (Axo + Byo + C2)|

Ny
|Az + By + Cz + D|

JETB 1O

dir den sista likheten foljer av att Fp ligger i planet sa alltsa &r

A$0+By0+CZo+D:O.

Till slut papekar vi att man bor forsoka forsta hur man kommer fram till de
olika formlerna for avstanden istéllet for att forséka memorera dem.



