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Linjara ekvationssystem

En linjir ekvation i n obekanta x1, o, ..., x, ir en ekvation pa formen

n
E a;T; = b,
i=1

dér a; och b ar fixa tal. Ett linjart ekvationssystem med m ekvationer och
n obekanta ar helt enkelt m stycken sadana ekvationer och en 16sning till ett
sadant system &r en n-tipel som satisfierar alla ekvationerna.

Titta t ex pa det linjara ekvationssystemet

x4+ 2y+32=12
3y —8z =14
20z =40

Vi kan kort skriva detta som Ax = b, dér

1 2 3 T 12
A=0 3 -8|,x=1|y],b=114
0 0 20 z 40

Matrisen A kallas for koefficientmatris och b kallas for hogerledsvektor.
Eftersom den sista ekvationen bara innehaller z sa far vi fran denna att
z = 2. Sétter vi nu in detta i den andra ekvationen (som bara innehaller y
och z) s far vi 3y = 14 + 16, dvs y = 10. Om vi nu sétter in dessa virden
i forsta ekvationen sa far vi z = 12 —2-10 — 3 -2 = —14. Att det blev sa
har enkelt att bara successivt substiuera de olika variablerna hinger samman
med att koefficientmatrisen ar triangulér. Detta forfarande brukar kallas for
bakatsubstitution.

Antag nu att koefficientmatrisen inte ar triangulir. Vi vet att vi kan gora den
overtriangular mh a elementira radoperationer och det hérliga ar att dessa
inte dndrar l0sningsmangden om man inkluderar hogerledsvektorn som en
extra kolonn. (Detta brukar kallas for totalmatrisen.) Att byta tva rader
har uppenbarligen ingen effekt och att multiplicera en rad med ett tal skilt
fran noll svarar enbart mot att multiplicera bada leden med talet (eftersom
vi inkluderat hogerledet som en extra kolonn). For den tredje elementira
radoperatorn att addera en multipel av en rad till en annan sa antag att

Ey =anx+ -+ ainr, — by =0
och
Ey = anxy + -+ awm@y — by =0

ar tva linjara ekvationer Vi ska visa att

Ey =0 och Er=0

Ey=0 Ey+kE; =0
har samma l6sningar. Om det forsta ekvationssystemet &r uppfyllt sa &r
uppenbarligen det andra ocksa det. Antag nu att det andra ar det. Eftersom
E, = 0sa far vi £y = —kE; = 0 sa alltsa ar ocksa det forsta systemet

uppfyllt och darmed &r saken klar. Vi har alltsa visat att de elementéra
radoperationerna inte dndrar 16sningsméangden.
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Exempel 1 Betrakta ekvationssystemet

3r 4+ 6y + 9z = 36
20+ Ty — 22 = 38
4o + 11y 4 24z = 102.

Vi far koefficientmatrisen utvidgad med hdogerledsvektorn till

3 6 9 36
2 7 =2 38
4 11 24 102

Med elementdra radoperationer sa far vi

3 6 9 36 1 2 3 12 1 2 3 12 1 2
2 7 =2 |27 -2 38|03 8 14|03
4 11 24 102 4 11 24 102 0 3 12 54 0 0

Detta trianguldra system har vi redan lost mha bakdtsubstitution och vi far
z=2,y=10 och x = —14.

Detta sitt att overfora totalmatrisen till en 6vertriangulér matris och sedan
bakatsubstituera kallas for Gausselimination.
Om vi &r i tre dimensioner sa dr en linjir ekvation

a1T1 + A9To + a3r3 = b

ekvationen for ett plan. Man kan da se l6sningarna till ett ekvationssystem
med tre ekvationer som skirningspunkterna mellan tre plan. Som vi sag pa
gruppovningen (alternativt titta i avsnitt 5.1.1 i boken) kan denna skirning
vara ingenting, en punkt, en linje eller ett helt plan. Det ar alltsa inte alltid
som i exemplet att man far en enda unik l6sning. Observera dock att om
alla element pa diagonalen i den trianguldra matrisen &ar skilda fran noll sa
far vi en unik 16sning fran bakatsubstitutionen for i varje steg bestdms nésta
variabel unikt. Eftersom alla element pa diagonalen &ar skilda fran noll om
och endast om determinanten for koefficientmatrisen A &r skild fran noll
(Varfor?) sa far vi en unik 16sning om det A # 0.

Vad hénder om det A = 07 Vi tittar pa foljande exempel:

Exempel 2 Betrakta totalmatrisen

1
2
3

D =N

3
3
a

=~ N —

ddar a dr ndgot tal. Vi ser har att koefficientmatrisen A har det A = 0 ef-
tersom de tva forsta kolonnerna dr en multipel av varandra. Om vi utfor
Gausselimination sa far vi

1 2 31 12 3 1 12 3 1 1 2 3
2433|000 -3 1]« (00 1 -1/3| < 10 0 1
3 6 a 4 00 a-9 1 00 a—9 1 000

3 12
-8 14
20 40
1
~1/3
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Den sista ekvationen dr nu 0 = 1+ (a—9)/3 som har l6sning om och endast
om konstanten a = 3. Det finns alltsa bara losning om a = 3. Antag nu

a=3. Da far vi

123 1
001 —-1/3],
000 O
vilket ger x5 = —1/3. Sedan far vi inget villkor pd zo eftersom vi har en nolla

i andra diagonalelementet. Dd dr xo vad man brukar kalla en fri variabel och
vi kan sdtta xo = t ddar t dr en parameter. Den forsta ekvationen ger da
x1=1-2t—3-(—1/3) =2 — 2t och vi far losningen

$1:2—2t
Ig—t
.CE3:—1/3,

vilket dr ekvationen for en linje pd parameterform.

Vi sag i1 exemplet att vi fick antingen ingen eller odndligt manga losningar
om det A = 0. Man kan generalisera vart resonemang och i allménhet har vi
foljande viktiga resultat.

Sats 1 Ett kvadratiskt ekvationssystem med koefficientmatris A har en unik
losning om och endast om det A # 0. Om det A = 0 sa finns det antingen
ingen losning eller odndligt manga losningar.



