MATEMATIK

Chalmers Tekniska Hogskola

Tentamen i Linjir algebra IT, TMV206 & TMV205, 2008-08-27.
Losningar

1. Vi bestammer de tva vektorerna

4
u:P3P1: 1 OChV:P3P2: 4
0 3

som spanner upp planet. En normal till planet ges da av

e, € e, 3 1
uxv=|1 1 0/=[-3]=3[-1],
4 4 3 0 0

vilket ger att planet har en ekvation pa formen x — y + d = 0. For att
bestémma d sétter vi in t ex punkten P; och far —1 + d = 0 och slutligen
alltsa att ekvationen &r

rz—y+1=0.

2. Vi utnyttjar definitionen av skaldrprodukt som ger att

dir a ar (minsta) vinkeln mellan u och v. I vart fall sa far vi

7 1
cosqe=—/——= —.
V1414 2

Alltsa dr den sokta vinkeln o = arccos 5 = /3.

3. Vi ansétter en linjirkombination w = xv; 4+ yvy + 2v3. Det ger ett linjart
ekvationssystem:
T+2y—z=3
20+ 2y —z2=4
20+ 0y + 22 =2

Vi anvinder Gausselimination pa totalmatrisen och far

1 2 -1 3 1 2 -1 3 12 -1 3
22 -14)—10 -2 1 -2]—|(01 4 -4
25 2 2 0o 1 4 -4 00 9 =10

Detta ger z = —10/9,y = —4—4(—10/9) =4/9 och x = 3—-10/9—2-4/9 =1
s& w=vy+ %Vg — 19—0V3.



4.

7.

Lat @ = (3,3,2). Da dr @ en punkt pa linjen. Om CﬁL ar ortogonala
projektionen av QP pa linjen sa ges avstandet d fran P till linjen av

=[] - [ar.

Vektorn n = (1/4/14)(1 2 3)! dr en normaliserad riktningsvektor for linjen.
Vi har att

2

‘@‘2 — (=10 =3)t* =124+ 32 =10

och

2

Q7] = |- QPpm

Alltsa &r det sokta avstandet d = /10 — 50/7 = 1/20/7.

- ‘n : @‘2 - ‘-10/@‘2 = 50/7.

. Vi subtraherar C ifrdn bada leden och far d& AXB = D — C. Eftersom

bade A och B ar inverterbara sa kan vi multiplicera bada leden med dessa
matrisers respektive inverser ifran vinster respektive hoger vilket ger

AXB=D-C & A Y AXB)B'=A"'(D-0C)B!
& (A'A)XBBYHY=AY(D-0)B!
& X=AYD-C)B™.

Alltsd &r X = A"1(D — C)B ! en unik 15sning till ekvationen.

. Vektorer som ar parallella med L kommer att vara oférdndrade, vilket be-

tyder att dessa dr egenvektorer med egenvirdet 1. En vektor som inte &r
parallell med L kommer diremot aldrig att ha samma riktning efter ro-
tationen och inte heller motsatt riktning (vinkeln mellan den ursprungliga
vektorn och dess rotation kommer att ligga i intervallet (0, 7/2]). Alltsa har
A endast egenviirdet 1 med egenvektorer s- (11 1)! for godtyckligt s € R.

(a) Basvektorerna f; och f; dr oférindrade och f5 avbildas pa nollvektorn
sa matrisen i basen F' ges av

Ap =

o O =
o = O
o O O

(b) Matrisen for L i standardbasen ges enligt kiind sats av (observera att
F &r en ON-matris s3 F~! = F")

L (23 6\ [100\ /2 3 6
A = FAsF'=—13 -6 2 01 0|3 -6 2
Yl 2 —3/\ooo/\6 2 -3
L (13 12 18
— — (=12 45 6
19

18 6 40



8. Eftersom A &r en 2 X 2-matris med tva olika egenvirden sa &r den diagona-

liserbar, A = PDP~!, dir
(M0
p=(% )

ar en diagonalmatris. Vi far da att
A0
n __ np-—1 = n __ 1
A" =PD"P~" dar D" = (0 )\3)
Eftersom |A1| < 1 och |Ao| < 1 s& ar

lim AT = lim A} = 0.

n—0o0 n—o0
Dérmed kommer D" att ndrma sig nollmatrisen nir n vixer mot odndlighe-
ten och eftersom P dr en konstant matris sa kommer ocksa A™ att ndrma sig
nollmatrisen nér n vixer mot odndligheten. Det betyder att alla elementen
i A™ narmar sig 0 och dirmed att

lim ||A"]]5 = 0.
n—00



