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Linjarkombinationer, baser
Definition 1 Ldt vy och vy vara tvd vektorer. En vektor v pd formen
vV =avy + bvsy,

dir a,b € R kallas dd for en linjirkombination av vy och vo. Mer allmdnt
sd kallas en vektor v pd formen

n
V= 5 a;vi,
=1

dir a; € R for en linjarkombination av {v;}.

Exempel 1 Lit v, = e, och vy = e,. Dd dr en linjarkombination av e, och

e, en vektor
1 0 a
v =ae, +be, = a- <O> +b- (1) = (b)

Vi ser har alltsi att varje 2-vektor dr en linjarkombination av e, och e,.
Om vi istillet tar e, och e, i tre dimensioner sd far vi

1 0 a
v=ae,+be,=a-|0|+b-|1]=1]b
0 0 0

Alla linjdrkombinationer dr i det hér fallet alltsd vektorerna i xy-planet (de
som har tredje koordinaten lika med noll).

Definition 2 Vi sdger att vektorerna vy, ..., v, drlinjirt oberoende om
enda losningen {a;} till

Z a;v; =0

i=1

ar den triviala losningen ay = ay = --- = a, = 0. Om de inte dr linjdrt
oberoende sd sdiger vi att de dr linjirt beroende.

Exempel 2 Vektorerna e, och e, dar linjirt oberoende ty

0 a
0= (0) = ae, + be, = (b)’

vilket endast har l6sningen a = b = 0.

Proposition 1 Twd vektorer vyi,vy # 0 dr linjart beroende om och endast
om de ar parallella.
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Bevis. Antag forst att v, och vy &r linjért beroende, d vs att det finns tal
a,b med (a,b) # (0,0) sddana att 0 = av; + bvy. Vi kan anta att a # 0. Det

ger
b

Vi = ——Vqo
a

och alltsa ar v, och vy parallella.

Omvint sa antag att v; och vy dr parallella. D& dr v; = kv, for nagot
ke R\ {0} sa
0= Vi — kVQ

vilket visar att vy och vy ar linjiart beroende. O
Pa samma sétt kan man ocksa visa féljande mer generella resultat:

Proposition 2 Vektorerna vy, ..., v, dr linjirt beroende om och endast om
en av dem kan uttryckas som en linjirkombination av de andra.

2
Exempel 3 Tag v, =e,, vo =e, och v3 = | 1| i tre dimensioner. Da dr
0
1 0 2
—2-10]—-1-|1})+1-[1] =0,
0 0 0

84 V1, Ve, vy dr linjdrt beroende. Dessutom far vi tex att

1 1 0 1 2 1
V] = 0 :—5 1 +§ 1 :—§V2+§V3

0 0 0
genom att losa ut vy.
Definition 3 Vektorerna vq,vs, ..., v, sdges utgira en bas om varje vektor
kan skrivas som en linjirkombination av vektorerna vi,va, ..., Vv, pd ett unikt
sdtt. Om vq,Vva, ..., Vv, dr en bas och

VvV = Z a;V;
i=1

sd sager vi att (a1, as,...,a,) dr v:s koordinater i basen {v;}.

Exempel 4 Vi har tidigare infort basen (e, e,) for alla 2-vektorer och till-
hérande koordinatsystem. Men man kan ta vilka tvd vektorer som helst som
ar # 0 och ej parallella och ldata dem utgora en bas. Lit tex v = (%) 1 basen
(€s,€y). Dd dr

v=1-v+0-e,

s i basen (v,ey) har v koordinater (1,0). Vi har ocksd

1 1
€, = -V — —e,

2 2

s e, har koordinaterna (1/2,—1/2) i basen (v,e,).
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Foéljande proposition ger ett alternativt villkor for en méngd vektorer att
utgora en bas.

Proposition 3 Vektorerna vi,vs, ..., v, utgor en bas om och endast om de
ar linjdrt oberoende och varje vektor kan skrivas som en linjirkombination
av dem.

Anmérkning 1 Vi har tidigare anvint begreppet dimension utan att ge nd-
gon formell definition. En naturlig definition av begreppet dr helt enkelt att
lata dimensionen vara antalet element © en bas. Detta staimmer dverens med
var intuitive uppfattning av dimension for planet (som alltsd har 2 basvekto-
rer) och rummet (som har 3 basvektorer).



