Foreldsning 3, Linjir algebra IT V12009 1

Skalarprodukt

Definition 1 Lat u och v vara tva vektorer och lit o vara minsta vinkeln
mellan dem. Da definierar vi skalarprodukten u-v genom

u-v =|ul|v|-cosa.
Exempel 1 Vi tittar pa foljande tvi extrema exempel:

1. Lat u vara vilken vektor som helst. Da dr

u-u=|ullu]cos0 = |ul’.

2. Antag att u,v # 0. Da gdller att
u-v=0<%« |u||v|-cosa =0« cosa =0
vilket dr ekvivalent med att w och v dr ortogonala (vinkelrita).

Observera att skaldrprodukten av tva vektorer ar ett reellt tal, inte en vektor.
Skaldrprodukt &ar alltsd ingen operator pa mingden av vektorer. Skalarpro-
dukten uppfyller féljande rakneregler:

l.u-v=v-u
2. (cu)-v=c(u-v), ce R
Ju-(v+w)=u-v+u-w.
De tva forsta foljer direkt fran definitionen, men den tredje dr ganska kom-

plicerad (se boken sidan 39). Skaldrprodukten &r enkel att rdkna ut om man
har vektorerna givna i koordinater map en ON-bas:

1

Sats 1 Antag att u och v har koordinaterna (yl) respektive (gg) it en ON-
bas (e1,e3). Dd gdller att

u-v =117+ Y1Yo.

Bevis. Vi far mh a raknereglerna ovan och e;-e; =e;-es =1oche;-e; =0
att

u-v = (1€ +1y1€2) - (r2€1 + Yo€2)
= z122(er - 1) + z1y2(er - €2) + yiza(es - €1) + yiya(es - €2)

= T1T2 + Y1Yo.
L]

Exempel 2 Vi vill berikna vinkeln mellan vektorerna med koordinaterna 1
ndgon ON-bas givna av (2) respektive (1).
Frénu-v = |u||v] - cosa far vi

u-v 2-3+1-4 10 2
cos o = —.
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o u . 2
Alltsé dr o = arccos T
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Anmirkning 1 Motsvarande resultat galler i 3 (och dven i hogre) dimen-
stoner. Det dr mycket viktigt att basen dar ortonormerad. Titta en gang till
pad bewiset och overtyga dig om detta.

Det finns ett par typer av linjira avbildningar som &r speciellt intressanta
och viktiga. En av dessa ar vissa projektioner. Vi inleder med att studera
(ortogonal) projektion pa en linje.

Definition 2 Ldt v vara en vektor och L en linje. Den ortogonala pro-
jektionen av v pd L, v, definieras som den vektor som dr parallell med L
och sdadan att

vy (v—vg)=0.

\47 L

Sats 2 Ldt e vara en enhetsvektor parallell med linjen L. Den ortogonala
projektionen av v pd L ges av

v, = (e-v)e.

Beuvis. Vivet att v, = te for nagot t € R eftersom e och v bada ar parallella
med L. Vidare ér 0 = e - (v — vy) per definition av ortogonal projektion. Vi
far

0=e-(v—vy)=e-v—e-vp=e-v—e-le=e-v—tle-e)=e-v—t.

Alltsd ért =e-v och vy =te = (e-v)e. 0

Exempel 3 Bestim den ortogonala projektionen av en godtycklig vektor u =
(i) pa linjen parallell med v = (%)

Normering av v ger
1 1 (1)
e=-—vV=— .
v v2 \1

Projektionen av en vektor u = (5) ges alltsd enligt satsen ovan av
w = [6)e= 17 0)- ()] 5 0)
o y V2 \y) \1)] 21
1 1\ 1 /z+y\ 1/1 1\ [z\ [1/2 1/2\ (=
= gty (1) 2 (x—l—y) 2 (1 1) (y> B (1/2 1/2) \y)"
Vi ser av detta att denna projektion dr en linjdr avbildning och detta gdller

for ortogonala projektioner i allmdinhet. (Visa detta genom att imitera det
hér exemplet med v utbytt mot en godtycklig vektor.)



Foreldsning 3, Linjir algebra IT V12009 3

Sammansattning

Lat f och g vara tva linjdra avbildningar med motsvarande matriser A och
B. Vi far da

fog(x) = flg(x)) = f(Bx) = A(Bx) = (AB)x,

sa att sammanséttningen dr ocksa en linjér avbildning och den har matrisen
AB.

Anmairkning 2 Det faktum att AB # BA i allmdnhet ger att © allmdnhet
ir fog#gof.

Exempel 4 Lat f och g vara rotation kring origo i planet med s respektive
t radianer moturs. Dd dr deras motsvarande matriser

sint cost

coss —sins
A= ".
sins coss

. t —sint
) respektive B = (COS st ) )

Sammansdttningen fog (= go f) dr ju rotation s+t radianer moturs sd vi

mdste ha
AB — cos(s+t) —sin(s+1t)
- \sin(s+1t) cos(s+t) )

Men samtidigt sd far vi genom att multiplicera matriserna att

COsSsS —sins cost —sint
AB = ) )
SIns COSS sint cost
- cosscost —sinssint —sinscost — cosssint
sinscost+ cosssint cosscost —sinssint /-

Fran detta far vi de trigonometriska identiteterna

cos(s +t) = cosscost —sinssint
sin(s 4+ t) = sin scost + cos ssin t.

Determinant

Lat M = (¢}%). Betraktad som linjér avbildning s& avbildar M enhetskvadra-
ten pa en parallellogram som spidnns av vektorerna u och v
AN AN

N\
N\
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dar u = (CC‘) och v = (Z) Arean av parallellogrammen D', A(D'), ges av
A(D') = [ul|vy]

dér v ar den ortogonala projektionen av v pa linjen L som &r ortogonal mot
u. En riktningsvektor for L av langd 1 ges av

e = j:ﬁ (—ac) .
(Tecknet beror pa ‘orienteringen’ av u och v.) Vi far alltsa
AD) = |uflve| = |uf[(v-e)e[ = [u|[v-el]e]
= il (@) (1= 1) ()= b=

Definition 3 Lit M = (¢}%). Vi definierar dd determinanten av M, det M,
som

det M = ad — be.

a b a b

c d‘—det(c d)'

Vad hénder om vi istéllet tar en rektangel med sidorna se, respektive te,? Jo
bilden kommer da att vara parallellogrammen som spénns upp av su och tv.

Detta dr samma parallellogram man far om man avbildar enhetskvadraten

med matrisen M’ = (‘;‘; fg) sa att parallellogrammen kommer att ha arean

Vi infor ocksd beteckningen

|det M'| = |sa - td — tb - sc| = |st| - |ad — bc| = st| det M].

Vi far alltsa

Arean av bilden  |st|-|det M|
Arean av rektangeln | st

= | det M|.

Man kan visa att samma resultat giller fér mer komplicerade omraden och
vi har foljande lite oprecisa sats.

Sats 3 Antag att D dr ett “sndllt och hyggligt” omrdde i planet och lit D'
vara bilden av D under den linjira avbildningen given av matrisen M. Dad

galler att
Arean av D'
—————— = |det M|.
Arean av D

Determinantens absolutbelopp ger alltsa areaféréndringen hos en linjir av-

bildning.
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Exempel 5 Lat M vara matrisen for en rotation t radianer moturs. Da far
vt med hjdlp av definitionen av determinant och trigonometriska ettan att

cost —sint

) = cos’t +sin’t = 1.
sint cost

det M =

Alltsd fordndrar en rotation inte arean (precis som vi misstankte, eller?).
Lat nu istillet M vara matrisen for skalning med en faktor s. Dd dr

s 0 2

det M = 0 S’:s,

eller med andra ord sda dr ‘areaskalan kvadraten av lingdskalan’.

Féljande rikneregler for determinant kan man 1att visa genom direkt rdkning.

1. det (cu v) =c-det(u v)

2. det (v u) = —det (u V)
3. det(u v+w)=det(u v)+det(u w)
4. det (u u) =0

5. det M = det M*
Héar betyder (u V) den matris som har u och v som sina kolonner.

Bevis. Som exempel bevisar vi den andra ridkneregeln. Lat u = <a) och

b
vV = (2) Da ar

det(v u):fl Z‘:cb—ad
och
—det (u V):—Z 2:—(ad—bc):cb—ad.

Definition 4 Determinanten for en 3 x 3-matris ges av

Tr1 T2 I3
Y1 Y2 Yys| = x1(yezs — ysz2) + x2(yszr — y123) + 23(Y122 — Yo2u).
Z1 k92 X3

Vi ska senare visa att determinanten for en 3 x 3-matris spelar samma roll
som determinanten for en 2 x 2-matris. Vi har bla

Sats 4 Antag att D dr ett “sndllt och hyggligt” omrade i rummet och lat D’
vara bilden av D under den linjira avbildningen given av matrisen M. Dad

galler att
Volymen av D’

= |det M]|.
Volymen av D | det M]
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Med lite storre anstrangning dn for 2 x 2-matriser kan man visa att ocksa
determinanten for 3 x 3-matriser uppfyller riaknereglerna ovan. Ett exempel
pa hur man kan utnyttja dem:

Exempel 6 Vi anvinder reglerna 3. och 4. i féljande rikning:

3 2 5 3 2 3+2 3 2 3 3 2 2
4 1 5/=4 1 44+1=4 1 4+14 1 1| =0+0=0.
6 -2 4 6 -2 6—2 6 -2 6 6 —2 -2

Mer generellt si antag att 3:e kolonnen &ar en linjirkombination av de tva
forsta. Vi far da pa samma sitt som i exemplet

det (u v cutdv) = det(u v cu)+det(u v dv)
c-det(u v u)+d-det(u v v)=0+0=0.

Detta stammer ju vil 6verens med satsen om volymforindring, ty om 3:e
kolonnen &r en linjirkombinaton av de tva andra sa kommer de att ligga i
ett plan och volymen blir darmed 0.

Ett annat sitt att formulera detta pa ar att tre vektorer i rummet ligger
i ett plan om och endast om matrisen med vektorerna som kolonner har
determinanten lika med 0.

Satserna om area- respektive volymforindring ger att

|det AB| = | det A||det B,

eftersom fordndringen fér den sammansatta funktionen AB maste vara pro-
dukten av de fér A och B. Man kan visa (tex genom direkt rikning) att i
sjalva verket giller att

det AB = det Adet B,



