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Tentamen i Linjar algebra IT, TMV206 & TMV205, 2009-03-12.
Lo6sningar

1.

4.

Vi berdknar determinanten for matrisen med vektorerna som kolumner och
far 15 — 2a — a®. Vektorerna #r linjirt beroende om och endast om determi-
nanten #r lika med 0. Vi léser alltsd andragradsekvationen 15 —2a —a? = 0
vilket ger l6sningarna a; = —5 och as = 3.

. Lat @ beteckna den punkt pa linjen som ar ndrmast P. Vi ska berikna

|ﬁ2] Vi vet att @ = (3 + 5,4 + 25,5 + 3s) for nagot s som vi maste
bestdmma. For att fa fram s kan vi utnyttja att riktningsvektorn

1 1+s

—
v= 2] och PQ = |3+2s
3 5+ 3s

ar ortogonala sa

— 11
0=v PQ=(1+5)+(6+4s)+ (15 +95) = 22+ ls <= 5 = ——.
Det ger

N 1+ s 1 —4 . 1
PQ=[3+2s| ==|-1] och |PQ| = =Vv/21.
5+3s) T\ 2 7

Alltsa &r det minsta avstandet v/21/7.

Spegling i linjen y = —x avbildar (1,0) pa (0,—1) och (0,1) pa (—1,0).
Alltsa ar matrisen for speglingen

s=(° )

Rotation 7/6 radianer moturs har matrisen

R cost —sing _l V3 =1
S \sinZ cosZ )2\ 1 V3]

Matrisen for spegling f6ljd av rotation blir ddrmed

-3 )

(a) Vi vet att en 3 x 3-matris med tre linjért oberoende egenvektorer ar
diagonaliserbar och vi anvinder diagonaliseringen bakldnges hér for
att hitta A med de givna egenvirdena och egenvektorerna. Siatt D
som diagonalmatrisen med egenvidrdena pa diagonalen och lat P vara
matrisen med egenvektorerna som kolumner. Da ir A = PDP~! en



matris med de efterfragade egenskaperna. Eftersom egenvektorerna &r
ortogonala kan vi normalisera dem sa att P blir en ON-matris och
dirmed P~ = P!, Alltsd med

2 0 0 1 2 =2 1
D=101 0 ochP:§ 2 1 =2
00 —1 1 2 2

sa ar ett exempel pa en eftersokt matris

o1 11 8 =2
A=PDP =—-| 8 5 10
-2 10 2

Vi kan se att de tre vektorerna &r linjart beroende genom att tex
berdkna determinaten

2 =2 1
2 1 =2|=0
-8 2 2

Det finns en sats som sager att egenvektorer till olika egenvirden &r
linjért oberoende. Vi har alltsa en motsdgelse sa det kan omdjligt vara
sd att dessa tre vektorer kan vara egenvektorer till de tre olika egen-
virdena 2, 1 respektive —1. (Detta 4r ocksa den enda sak som kan
forstora for oss for om de &r linjart oberoende sa fungerar strategin vi
anvinde i l6sningen av forsta deluppgiften.)

Enligt definitionen av skalarprodukt galler for vinkeln o mellan v, och

vy att
Vi Vo 1
cosa = = = —
|vi|lva] 2-1 2

sa a = 7/3 radianer eller 60 grader.

Vektorn vj ska alltsa ligga i planet och vara ortogonal mot vy sa den
ska uppfylla
vz - vy = 0 och v3 = avy + bvy

for nagra tal a och b. Om vi sétter in linjairkombinationen i den forsta
ekvationen far vi

0= (avy +bvs) vy =avy-vy+bvy- vy =a+b.

Vi har alltsa l6sningen a = —b sa

V2

nga(Vl—VQ):(l 0
1

For att fa lingd 1 sétter vi a = 1/\/§



(c)

Det finns tva mojligheter och den som ger ett hogerorienterat system
ar
1 1
Vi =Vy X Vy=— 0

V3\-v2

Alla vektorer i planet som vi projicerar pa, dvs alla linjdrkombina-
tioner av v; och vy, dr ofordndrade och ar alltsa egenvektorer med
egenvirdet 1. De vektorer som &r ortogonala mot planet, d vs mul-
tiplar av v, avbildas pa nollvektorn och &r alltsa egenvektorer med
egenvirdet 0. Detta dr alla egenvirden och egenvektorer da vi har tre
linjdrt oberoende egenvektorer.

Lat F vara matrisen som har basvektorerna som kolumner. I basen F
ar matrisen for avbildningen

Ap =

O O =
O = O
o O O

Denna ir relaterad till matrisen A i standardbasen genom A = FARF~!
och eftersom F &r en ON-matris sa ar F~' = F* och vi far att

1 8 2 =2
A:FAFFt:§ 2 5 4
-2 4 5

Var startfordelning dr xf, = (1/3 1/3 1/3) och vi far férdelningen x!

efter ett steg genom
111
xXi=xtM=1(--=),
4 4 2

sa sannolikheten att vara i nod a ar 1/4.

Den stationidra fordelningen x uppfyller x! = x'M vilket ar ekviva-
lent med M'x = x som 1 sin tur &r ekvivalent med (M* — I)x = 0.
Gausselimination ger

SR 9 40
M -1 = T -2 L l=13 -8 2
1 1 1

3 3 73 3 2 2
3 -8 2 3 =8 2
< -9 4 2 <— |0 —-20 8§
3 2 =2 0 10 -4
3 -8 2 3 -3 0
<= 0 5 2]« 1|0 5 =2
0O 0 0 0O 0 0
1 -1 0
<— 0 5 =2
0O 0 0




Den allménna l6sningen &r z = t, y = 2z/5 = 2t/5 och x = y = 2t/5.
Summan av elementen ska vara 1 sa vi ska vilja t = 5/9 och den sokta
stationéra fordelningen &r x* = (2/92/9 5/9).

Vi vet att egenvirdena dr nollstéllen till det karakteristiska polynomet
det(A—AI) = 0. For en 3 x 3-matris ar detta ett tredjegradspolynom.
Om man rdknar ut detta sa far man

ail — A a2 a13
21 agg — A agy | ==X+ (a1 + age + azz) A\ + A + ¢,
as1 32 asz — A

dir b och ¢ ar kombinationer av koeflicienterna som vi inte behdver
bry oss om. Allmént {or ett tredjegradspolynom p(z) giller att om det
har rétterna x1, x5 och x3 sa ar

p(r) = (v —x1)(z—22) (7 — x3)
= 23— (x1 + 22 + $3)$2 + (2129 + 1103 + T2x3)T — T1ToT3.

Alltsa dr summan av rotterna lika med minus koefficienten framfor 2.
For det karakteristiska polynomet betyder det att summan av egen-
virdena (som ju dr summan av rotterna) dr lika med aq; + age + ass.
(Notera att det dr minustecken framfor A\3.) Detta var precis det vi
ville visa.

Samma resonemang fungerar for en n x n-matris och ett polynom av
grad n. I detta fallet ar koefficienten framfor 2! lika med minus sum-
man av rotterna och nar man raknar ut det karakteristiska polynomet
sa far man grad n — 1 pa A endast da man multiplicerar ihop alla
elementen pa diagonalen. Denna produkt ger

n n

[T(ai =) = (D" =21 s+

i=1 =1

Vi ser alltsa aterigen att summan av egenvirdena, d vs summan av
rotterna, ar lika med summan av elementen pa diagonalen.



