Diskret matematik D ht 2005: Veckoblad lasvecka 2
1. Funktionenf : A — [Z, 4] given av

9 3
f(x):x3—§x2+6x+§

ar bijektiv. AngeA.

2. Lat A vara mangden av positiva reella tal och Iatvara en relation p& x A given
av att(x,y)R(u,v) ddz + v = y + u. Visa attR &r en ekvivalensrelation och beskriv
ekvivalensklasserna geometriskt. (Nar man i talteorinmnélrfar de reella talen utgar man
fran de positiva heltalen utifran vilka man i tur och ordnifefinierar de positiva rationella
talen, de positiva reella talen och sedan de reella talehd®f sista av dessa steg definierar
man de reella talen som familjen av ekvivalensklasser uralationenR ovan. For den
intresserade finns alla detaljer i bokens kapitel 4.)

3. Visa att det for varje heltat > 16 galler att man kan finna tva positiva heltaloch m
sadana att = 3k + 5m.

4. Definiera foljenf (1), f(2), f(3), ... rekursivt genom att latg(1) = 4 och

n—1

fn)=>_ f(k)

k=1
for n > 2. Visa att forn > 2 galler attf(n) = 2.
Losningar

1. Eftersomf ar ett tredjegradsuttryck med positiv-koefficient finns det anledning att tro
att f ar vaxande overallt utom i ett intervall ddrar avtagande. For att finna granserna
for detta intervall 16ser vif’(x) = 0. Nu ar f'(z) = 322 — 92 + 6 = 3(z — 1)(x — 2)
sa lésningarna ar 1 och 2 oghar avtagande i intervallét, 2].. Eftersomf(1) = 4 och
f(2) = 7/2 ser viatt vi kan latad vara just intervallefl, 2]. (Det finns &ven andra ténkbara
I6sningar, bl.a. ett intervall till vnster om 1 och ett mval till héger om 2.)

2. Eftersomz + y = y + x for allaz oxhy ar R reflexiv. Symmetrin ar an mer uppenbar.
Transitivitet: om(x, y)R(u, v) och (u,v)R(a,b) géllerz + v =y +uwochu + b = v + a.
Summera ekvationerna ochfa+ v +u+b =y +u+v+a, dvsz +b = y + a, dvs
(z,y)R(a,b).

Varje strale med riktingskoefficient 1 i den positiva kvatten av planet utgér en ekvi-
valensklass. For ett specifikt par,y) av positiva tal ar(z, y)] den strale som har sin
andpunkt i(0, z — y) ddx > y och i punkten(y — z,0) dax < .



3. Pastaendet ar santdé= 16,17,18ty 16 = 2-3+2-5,17 = 4-3+1-50ch18 = 1-3+43-5.
Lat nuj vara ett godtyckligt heltal storre an 18 och antag att alent#6, 17,18, ...,5 — 1
kan skrivas pa onskat satt. Da galler speciellt att det findsckenegativa heltal ochm
sadana atf — 3 = 3k + 5m. Da foljer att

j=7—-3+3=3k+5m+3=3(k+1)+5m

dvs aven talej kan skrivas pa onskat satt. Resultatet som skulle visas fillj@v induk-
tionsprincipen.

4. Det géller attf (2) = f(1) = 4. Fixera ett positivt heltal, > 2 och antag atf(m) = 2.
Da galler att

Flm+1) =Y F(K) = flm) + X F(k) = 2f(m) = 2.2 = 27+,
k=1 k=1

Resultatet foljer nu av induktionsprincipen.



