Diskret matematik D ht 2005: VVeckoblad lasvecka 4

1. Léta ochb vara tva positiva reella tal. Satt = (a +b)/2, G = VabochH = 2/(1 + 1),
det aritmetiska, geometriska respektive harmoniska méd#t ava och b. Visa att det
for allaa ochb galler att

H<G<LA

Tips: EftersomA, G och H ar positiva gar det lika bra att visa dft? < G? < A2.

2. Lata ochb vara tva positiva heltal och latvara deras storsta gemensamma delarenl at
vara heltalet:b/d.

(a) Visa atta|m ochb|m.
(b) Visa att omn ar ett positivt heltal sddant attn ochb|n, sa géller attn|n.

(En konsekvens av (a) och (b) &r attar det minsta positiva tal som ar en multipel av bade
a ochb. Foljaktligen kallagn for den minsta gemensamma multipeln (eller ibland f6r den
minsta gemensamma namnaren)dibchb. Man skriverm=mgm(a, b).)

3. Vad &r inversen til[72] i Z¢3?

4. Finns det nagra heltalsddana att b&d&-* och ™ &r heltal?

Tips: Skriv5n = 6x + 4 och7n = 4y — 1 for heltalz ochy och forsok att bestamma
ochy.

Lésningar

1. Vi borjar med att visa attf < (. Observera att man genom att foérlanga méder att
H = 2ab/(a+b) sd att visa atlf> < G* & samma sak som att visa &ttib)? < (a+b)%ab,
dvs4ab < (a + b)? (d& jua ochb &r positiva sa att det gar bra att dividera medi
olikheten). Men attab < (a+0b)? foljer av att(a+b)*—4ab = a*+b*—2ab = (a—b)* > 0.

Nu visar vi attG? < A2, dvs attab < (a +b)?/4, dvsdab < (a+ b)?. Men att detta ar sant
sag vi alldeles nyss.

2. Eftersomd=sgda, b) galler att det finns tva relativt prima heltaloch ¢ sadana att, =
sd ochb = td. (Talens ochd ar relativt prima eftersomd &r denstérstagemensamma
delaren.) Det géller ath, = ab/d = std*/d = std som uppenbart ar en multipel av= st
saval sombh = td. Detta l6ser uppgift (a), sa lat oss nu ta oss an uppgift (k)alx, dvs
sd|n betyder atth = gsd for nagot heltal. Att b|n betyder da atb|qsd, dvstd|qsd, dvs
t|gs. Men eftersoms ocht ar relativt prima galler det da atlg (Sats 7.2.1) sa att = rt
for nagot heltak. Vi far n = ¢gsd = rstd = rm, dvsm|n.

3. Inversen af—10], (dvs[93]), ty 72 - (—10) = —720 = (—7) - 103 + 1. (Anvand garna
Euklides utbkade algoritm for att finna inversen.)



4. Man vill finna ett heltaln sa att5n = 4 mod 6 och7n = —1 mod 4. Med andra ord
ska det finnas tva heltal ochy sa attin = 4 + 6z och7n = —1 + 4y. Multiplicera
dessa ekvationer medrespektive5 och fa3sn = 28 + 42z = —5 + 20y som efter lite
ommobleringar ge20y — 422 = 33, en icke l6sbar diofantisk ekvation. Slutsatsen blir att

det inte finns nagra av efterfragat slag.



