Diskret matematik D ht 2005: Veckoblad lasvecka 5

. Visa att det for alla udda heltalgéller att8|n? — 1.
. Hur manga heltal mellan 1 och 1000 &r delbara med minsve¢dien 2, 3 eller 5?

. Antag atta ochb ar positiva heltal sadana att> » och sgda,b) = 1. Visa att sgda —
b,a + b) ar antingen 1 eller 2.

. Finn de heltal: som ar kongruenta med 34 modulo 83 och kongruenta med 26 modul
110.

Lésningar

. Latn vara ett godtyckligt udda heltal. Eftersomar udda finns det ett heltal sddant att
n = 2k + 1. Enligt konjugatregeln géller at> — 1 = (n + 1)(n — 1) = (2k +2) - 2k =
4k(k + 1). Om nuk ar jamnt kan vi skrivak = 25 for ett heltal; och far darmed att
n*—1=28;5(2j+1) och darmed at§|n? — 1. Omk istallet &r udda kan vi skriva = 2j — 1
for ett heltalj och far dan? — 1 = 85(2j — 1) och aven i detta fall galles|n? — 1. Saken
ar klar.

. LatU = {1,2,...,1000} och sattA = {n € U : 2|n}, B = {n € U : 3|n} och
C = {n € U : 5|n}. Visbker|A U B U C|. Man inser, till exempel med hjalp av ett
Venn-diagram, att

|JAUBUC| =|A|+ |B|+|C|—|ANnB|—|ANC|—|BNnC|+|AnBNC].

(Denna formel kallas féimklusion-exklusions-formeln. Man far garna lov att ta den som
om den vore ett axiom, men i sjalva verket gar den att i tvalsésgsa utifrin summations-
principen: Steg 1LAUB| = |A\ B|+|B\ A|+|ANB| = (JA\B|+|ANB|)+(|B\ A| +
|ANB|)—|ANB| = |A|+|B| — |An B|, dar bagge likheterna féljar av summationsprin-
cipen da ju bagge handlar om antal element i disjunkta man§tegy 2: Anvand resultatet
fran steg 1 pa(A U B) U C| och manipulera med hjalp av kanda méngdidentiteter.)

Vi har att|A| = 500, | B| = 333, |C| = 200, [ANB| = |{n € U : 6|n}| = 166, |[ANC| =
[{n €U :10jn}| =100, |BNC| = [{n € U : 15]n}| = 66 och| AN BN C| = |{n € U :
30|n}| = 33. Darfor blir|[A U B U C| = 500 + 333 + 200 — 166 — 100 — 66 + 33 = 734.

. Det géller att visa att ond|a + b ochd|a — b s& géller att/|2. Men omd|a + b ochd|a — b
galler attd|(a + b) + (a — b) ochd|(a + b) — (a — b), dvsd|2a ochd|2b och darmed att
d|sgd(2a, 2b). Eftersoma ochb &r relativt prima géller attgd(2a, 2b) = 2 och darmed att
d|2 som onskat.

. Detta ar en direkt tillampning av kinesiska restsatsen.



