Inledande diskret matematik D1/DI2, HT2018
Uppgift 4.16

Uppgiften. Bevisa, for allan € Z., att

k2 =(n-1)2"+1. (1)
k=1

Losning 1: Induktion pa n (gjordes pa lektionen 20/9).

Losning 2: (gjordes ocksa pa lektionen 20/9). For alla reella x # 1 géller (formeln for
en geometrisk serie)

) 2

Z = 2)

Om vi deriverar bada leden i (2) med avseende pa x sa hirleder vi ekvationen

- 1 (@—Dmr+Da"=1-(@" =1) na™™ —(n+ 1" +1
D ket = (c—1)? - (@ —1)? ©

Satt nu x = 2. VL av (3) 6verensstimmer exakt med VL av (1). HL av (3) blir
n-2" —(n+ 12" +1=2"[2n) - (n+1)]+1=(n—1)2" +1,

vilket dr ocksa HL av (1), v.s.v.

Loésning 3: Foljande skulle kallas for ett kombinatoriskt bevis. Med detta menas att vi
identifierar en miangd A sadan att bada leden i (1) ridknar elementen i A, fast pa tva
olika sitt. Det giller alltsa att komma pa ritt A. Det finns olika saker man kan gora,
men det enklaste jag kom pa var att ta

A={(X,e): X C{1,2,...,n}, X #¢, 1 <e <max(X)},

dir max(X) betecknar det storsta talet i méngden X . Jag hidvdar att bada leden i (1) dr
lika med | A|.

VL: Eftersom mingden X maste vara icke-tom sd maste max(X) vara ett av ta-
len 1,2, ..., n. Antag att max(X) = k. D4 finns det 2°~! mojligheter for X ty
X = {k}UY,ddrY ér en valfri delmingd till {1, 2, ..., k — 1}. Givet X, finns
det k mojligheter for e, ty 1 < e < k. Saledes finns det k - 2°~! mojligheter for paret
(X, e), givet att max(X) = k. Da vi summerar 6ver k = 1, 2, ..., n sa far vi hela A,



V.S.V.

HL: Hir ska vi ta hjélp av (2), vilket i fallet = 2 sdger
PPAEP AT )
k=0

Vi betraktar igen mojligheterna for ett element (X, e) € A men denna gang utgér vi
fran e i stiéllet for X. A priori sa dr e ett av talen 1, 2, ..., n. Antag att e = k. Da finns
det 2" — 2~1 mojligheter for X, ty e < max(X) vilket innebir att X kan vara vilken
som helst delméngd till {1, 2, ..., n} forutom en delméngd till {1, 2, ..., k—1}. Da

vi summerar 6ver &k = 1, 2, ..., n far vi hela A, vilket medfor att
A=) (@ =2 =n-2" =) ¢ =
k=1 k=1

n—1 n
=n-2"=) 29 =n-2"— (Zzﬂ'-z”) =
j=0 J=0

Wopoom @ 1) 2 =" —24 1)+ 1=(n—1)2"+1, vs.v.



