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For godkint pa tentan kridvs 21 poidng, inklusive bonus fran kryssuppgifterna under HT-2018. Preliminért sa
kravs 31 poing for betyget 4 och 41 podng for betyget 5. Dessa grianser kan minskas men inte hdjas i efterhand.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida direkt efter tentamen. Tentan rattas och bedéms anonymt. Resultatet
meddelas i Ladok senast den 29 januari. Forsta granskningstillfille meddelas pa kurswebbsidan och via Ping Pong,
efter detta sker granskning enligt 6verenskommelse med kursansvarig.

Dessutom granskning alla vardagar utom onsdagar 11-13, MV:s exp.

OBS!

Motivera dina svar val. Det &r i huvudsak berdkningarna och motiveringarna som ger poéng, inte
svaret. I uppgifter 1, 3, 5, 6, 7, 8 kan de olika deluppgifterna l6sas helt oberoende av varandra.
I uppgift 6 behdver man aldrig rikna ut svaren som explicita bas—10 tal.

Uppgifterna
1. (a) Avgor om foljande argument ar giltigt eller ej. Motivera vél ! (3p)
(OBsla® b= (aVb)A=(aAD)).

~(p©q)

q—r

~(pAs)

pVr—s

-q
(b) Lat universumet U = Q och lat P vara f6ljande predikat av tre variabler: (3p)

P(a, b, c): ab= .
Avgor huruvida var och en av foljande utsagor ar sann eller falsk:

VaVb3c Pl(a, b, c)
Veda3b Pla, b, c)
JaVb3Ic Pla, b, c).

2. Lat U vara mingden av alla oidndliga delméngder till Z, dvs (3p)
U={AecP(Z):|Al =o0}.
Lat R vara foljande relation pa U:
R ={(A, B)cU?: AAB € U}.

Vilken /vilka av de tre egenskaperna reflexivitet, symmetri och transitivitet har R ? Moti-
vera vl !

Var god vind!



3. Lat talfoljden (u,)52, definieras rekursivt enligt

up=u1 =1, Upya = —dup+1+5du, +3"+1 Vn >0.

(a) Berdkna uy och us.

(b) Bevisa att for alla heltal n > 0 géller

7 8 3"
(=5)" 4+ = + — +—.

VY

4. (a) Bestdm den allménna losningen till den Diofantiska ekvationen

1960z + 631y = 10,

samt den 19sning som minimerar |z| + |y|.

(b) Bestdm
6312°15 (mod 1960).

5. (a) For vilka b € Z &r systemet
=3 (mod 5), 2z =b(mod8), 3z=

av kongruenser losbart 7

1 (mod 11)

(OBs! Det récker med rétt svar, ingen motivering behovs).

(b) For b = 4 bestdm bade den allménna och den storsta negativa 16sningen till systemet.

6. Peter besoker ofta den nedre vaningen pa Akademibokhandeln i Nordstan och oftast da
befinner sig framfor en av foljande fem hyllor: Naturvetenskap (N), Sambhille (S), Politik

(P), Ekonomi (E), Historia (H).

Antag att var och en av dessa hyllor har 100 olika bocker (ett exemplar av varje bok !),
att varje bok pa N och S hyllorna kostar 100kr och att varje bok pa P, E och H hyllorna

kostar 50kr.

(a) Pa hur manga sétt kan Peter kopa 6 valfria bocker och sedan stiilla dem pa hyllan

hemma fran vanster till hoger ?

(b) Hur manga mojligheter finns det for Peter att kopa 6 bocker om det enda vi bryr
oss om #r hur manga han tar fran var och en av de fem hyllorna, och inte de exakta

titlarna 7

(c) Pa hur manga sétt kan Peter spendera exakt 200kr ?

(d) Om Peter plockar 6 bocker pa mafa, vad dr sannolikheten att han plockar lika manga

fran N och S hyllorna ?

(e) Samma fraga som i (a) men under férutséittning att det fanns exakt fem exemplar av

varje bok pa hyllorna.

OBs! I deluppgifter (b), (c) och (d) ska Peter bara kopa bocker, inte stélla upp dem hemma.
Endast i (b) bryr man sig inte om de exakta titlarna som han képer.

Var god viand!

(1p)



7. (a) Vilken/a av talfoljderna

1,2,3,4,4,5
1,3,3,4,4,5

ar grafisk/a 7 Om du hiévdar att en talfoljd inte &r grafisk, motivera varfér. Annars,
rita en graf med dessa gradtal.
(b) For grafen i Figur 1,
i. ange en Hamiltoncykel
ii. ange en minimal méngd av kanter vars borttagning skulle ldmna en graf med en
Eulerviag. Ange sedan en explicit Eulervig i den resulterande grafen.
(c) Foljande information dr given om en viss (enkel) graf G:
- GG har 12 noder, numrerade 1 — 12.
- G har tre sammanhingande komponenter C7, Cy, C3 som bestar respektivt av
noderna 1 —4, 5 — 8 och 9 — 12.
- C1 ar fullstéindig, Cs &r en cykel och C5 ar ett trdd men inte en kedja.
Hur manga méjligheter lamnar detta for grafens grannmatris 7 Skriv upp en av dessa
mojligheter.

8. Bevisa att det inte finns nagon (enkel) graf pa 50 noder som #r isomorf med dessa egna
komplement.

Lycka till!

(3p)

(3p)

(4p)



1.

Lésningar Inledande Diskret Matematik D1/DI2, 190108

(a) Argumentet dr giltigt. Vi for ett motséigelsebevis. Antag att slutsatsen ér falsk och
alla hypoteserna sanna. Sa —¢ = 0, vilket innebér att ¢ = 1. Da ar » = 1 enligt H2.
Da dr s = 1 enligt H4. Da maste p = 0 enligt H3. Men nu har vi p=0och ¢ =1, sa

p @ q dr sann vilket motséger H1.
(b) i
ett irrationellt tal.

ii. Sann. Oavsett ¢ kan vi alltid vilja a och b sa att ab = 2
a=b=c.

Falsk. Tag t.ex. a = 2, b = 1. Da finns det inget ¢ € Q sa att ab = 2, ty V2 ar

, Enklaste valet vore ju

iii. Sann. Om a = 0 sa giller for alla b att ab = ¢* da ocksa ¢ = 0.

2. Reflexivitet: Nej. Den symmetriska differensen av en méngd med sig sjélv &r alltid den

3.

tomma méngden, vilket dr &dndlig.

Symmetri: Ja, ty symmetrisk differens &r en kommutativ operator, dvs AAB = BAA.
Transitivitet: Nej. Lat t.ex. A besta av alla udda tal, B av alla jimna tal och C' = A. Vi

har AAB =Zsa (A, B) € Roch (B, A) € R. Men (A, A) ¢ R.
(a) Stt

n=0: uy=—4du; +5ug+3"+1=—-4+5+1+1=3,

(b) Vi bevisar formeln med induktion.

Steg 1: Basfallen n = 0, 1 maste kontrolleras:

7 8 1
=0: VL=uyy=1=— — = HL,
n=0: V UuQ 144+9+16+0
5
n=1: VL=u; = :—3—+§—|—i+7:

Steg 2: Induktionssteget. Lat n > 0 och antag att

ug = —4dus +5u1 +3'+1=-1245+34+1=—3.

7 n 8 3" n
_ T SR 1
=) et T (1)
8 3ntl 41
= (=54 2 2
Uit = T ()T A ST @)
Vi vill hérleda fran (1) och (2) att
T ni2 8 32 42
Vi har
Upto = —4upt1 + duy, + 3" + 1
1), (2) 7 ;8 3l 4 7 8 3" n
2 g | (=5t 2 — (- o nq
) et T | T Y et e T
 (=B)™ e [(=5)(—4) 4 5] + D[4+ 5] + S [~4- 345+ 16] + L[~4(n + 1) + 5n + 6]
144 9 16 6
7 8 3n 1
n 2
= (=5)". — . i 2
(=5)" 14 9 16 % Tt
7 nio 8 3"TE 42
—144( 5)"TC + — + 16 + 5 VAV



4.

(a) Vi kor Euklides pa paret (1960, 631). Forst framat:

1960 = 3 - 631 + 67,
631 =967+ 28,

67 =228 + 11,
28=2-11+6,
11=1-6+5,
6=1-5+1.

Sa SGD(1960, 631) = 1 och ekvationen har en 16sning. Nu fortsétter vi bakat:

1=6-5
=6— (11— 6)

=2.6-11
=2(28—2-11)— 11
=2.28-5-11

—=2.28 —5(67—2-28)
=12-28—5-67
=12(631—9-67) —5- 67
=12-631 —113-67
=12-631 — 113(1960 — 3 - 631)
— —113-1960 + 351 - 631.

Alltsa,
—113-1960 + 351 - 631 = 1. (4)

Multiplicera igenom med 10 sa har vi var baslosning
xg = —1130,  yo = 3510.

Den allménna l6sningen lyder
b
T =2xy+ p n = —1130 + 631n,

Yy = 4o — (%) n = 3510 — 1960n, n € Z.

Det #r uppenbart att n = 2 ger 16sningen med minsta |z| + |y|, alltsa (z, y) =
(132, —410).
(b) Notera att SGD(1960, 631) = 1 fran (a) sa Eulers sats géller. Vi har

®(1960) = (2% -5-7%) = (22 = 22)(5 - 1)(T* = 7) =4 -4 - 42 = 672.

S& Eulers sats innebér att 631572 = 1 (mod 1960). Notera nu att 2015 = 2016 — 1 =
3672 — 1. Dérfor #r 6312915 = 63171 (mod 1960). Men inversen till 631 (mod 1960)
kan avldses fran (4) och &r 351.

SvAR: 351.

(a) b maste vara ett jaimnt tal.

(b) Vi kan dela igenom med 2 i den andra kongruensen, samt multiplicera igenom med
37! =4 i den tredje kongruensen och fa det ekvivalenta systemet

x =3 (mod5), x=2(mod4), z=4(mod11).
Den allménna l6sningen lyder

2=3-b-4-11+2-by-5-11+4-bg-5-4 (mod 5-4-11), (5)



déar

44b; =1 (mod 5) = tag by = —1,
55by = 1 (mod 4) = tag by = —1,
2003 = 1 (mod 11) = tag bz = 5.

Inséttning in i (5) ger

r=-3-44—-2-554+4-5-20= —132 — 110 + 400 = 158 = —62 (mod 220).

P(500, 6) = 500 x 499 x 498 x 497 x 496 x 495.
6+5—1\ _ (10

(521) = ()

Peter kan antingen képa

- tva bocker for 100kr var, eller

- en bok for 100kr och tva bocker for 50kr var, eller

- fyra bocker for 50kr var.
Det totala antalet mgjligheter blir ddrmed

200 300 300
<2>+200~<2>+<4>.
Sannolikheten &r (5—)25()), déar X dr antalet sétt att vélja 6 bocker sa att villkoret uppfylls.
Det finns fyra olika sétt att uppfylla villkoret:
- tre bocker var fran N och S,
- tva bocker var fran N och S, samt tva 6vriga bocker

- en bok var fran N och S samt fyra 6vriga bocker
- alla sex bocker fran P, E och H.

Detta ger
100\ 7100\ /300 300 300
X = 1007 :
() () () = (F)+ (F)
Om det fanns minst sex exemplar av varje bok skulle svaret vara 500%. Vi maéste

rakna bort de fall dir man koper sex exemplar av samma bok, vilket kan goras pa
lika manga sétt som det finna titlar, dvs pa 500 sétt.

SvAR: 5006 — 500.

Den forsta foljden &r inte grafisk ty det finns ett udda antal udda tal i den. Den andra
foljden &r grafisk, se Figur L.1.

i. Ett exempel pa en Hamiltoncykel ar
A-B—-F—-H—->K—>J—>I—-F—->G—>D-—>C—=A.

ii. Det finns atta noder av udda gradtal. Sex av dessa kan paras ihop i tre kanter
vars borttagning skulle limna en graf med tva noder av udda gradtal och ddrmed
en Eulervig. T.ex. lat oss ta bort kanterna {A, B}, {C, F'} och {H, K}. Den
resulterande grafen har en Eulervig mellan E och J, t.ex.

F—-B—-C—-A—-D—-C—wFE—-F—-D—>G—...
o F5]l—->F—-H—>I1I->K—->J—=>1->G—J

Eftersom C; &r fullstéindig sa &r den delen av grannmatrisen entydigt bestidmt. Nér
det géller Cs sa finns det 4! sétt att ordna noderna i cykeln, men det spelar ingen
roll at vilket hall vi gar sa det finns 4!/2 = 12 mojligheter for denna del av matrisen.
Det finns fyra mojligheter for Cs-delen, beroende pa vilken av noderna 9 — 12 som &r



forgreningspunkten. Darmed finns det totalt 12-4 = 48 mdjligheter fér grannmatrisen.
En av dessa &r

0111
1 011
1 101
1110
01 01
1 010
M= 01 01 ’
1 010
0111
10 00
1000
10 0 0

dér alla de tomma platserna i M innehéller nollor.

8. Motsiigelsebevis. Antag att det fanns en saddan graf G. I synnerhet skulle da G och G¢ ha
samma antal kanter. Men G och G¢ har ingen gemensam kant och tillsammans utgér dem
K50. Alltsa skulle G ha hélften sa manga kanter som K35, vilket i synnerhet skulle medfora
att K5o har ett jaimnt antal kankter. Men |F(K5p)| = (520) = 2049 — 25 . 49, vilket &r ett
udda tal - motségelse !



