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For godkint pa tentan kridvs 21 poing, inklusive bonus fran kryssuppgifterna under HT-2018. Preliminért sa
kravs 31 poing for betyget 4 och 41 podng for betyget 5. Dessa grianser kan minskas men inte hojas i efterhand.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida direkt efter tentamen. Tentan riattas och bedéms anonymt. Resultatet
meddelas i Ladok senast den 20 september. Forsta granskningstillfille meddelas pa kurswebbsidan och via Ping
Pong, efter detta sker granskning enligt 6verenskommelse med kursansvarig.

Dessutom granskning alla vardagar utom onsdagar 11-13, MV:s exp.

OBS!

Motivera dina svar val. Det ar i huvudsak beridkningarna och motiveringarna som ger poéang,
inte svaret.
I uppgift 6 ska man for full poéng rikna ut svaret explicit endast i deluppgift (c).

Uppgifterna

1. (a) Avgor om foljande argument ar giltigt eller ej. Motivera vél !

c—aVb

cV (—a) = —b
-a—>bVvd
—c — —d

(b) Skriv foljande argument i symbolisk logisk form. Definiera universumet och alla pre-
dikaten tydligt !

Ingen Arsenal spelare #ir en engelsman'

Alla Arsenal spelarna ar usla

Alla bra spelare ar engelsmén

Ar argumentet giltigt ? Motivera vil !

(OBs! Hir ska “bra” tolkas som synonymt med “inte usel”. Forresten, det &r inte lingre
sant att Arsenal har inga engelska spelare, men det var det for ett par ar sedan. Det
ar forstas fortfarande sant att de &r usla ...).

Var god vind!

(3p)



2. Lat

U={neN:n>2}

Lat R vara foljande relation pa U:

Vilken/vilka av de tre egenskaperna reflexivitet, symmetri och transitivitet har R 7 Moti-

niRng < Ip : p ér ett primtal och p? | nins.

vera val !

3. Lat talfoljden (uy,)52, definieras rekursivt enligt

(a)
(b)

(b)

6. Ord i foljande uppgifter betyder en valfri konkatenation av bokstédver. Det maste inte

ug=uy =1, 2u, =Tup_1—6Up_o+n Vn>2.

Beridkna us och ug.

Bevisa att for alla heltal n > 0 géller

3 n
n:2n+1_6.<2> +(n+5).

Bestam den allménna l16sningen till den Diofantiska ekvationen
172 + 27y = 2000.
Applen kostar 17 kr styck och apelsiner kostar 27 kr styck (det var daligt skord i

ar ...). Om man spenderar exakt 2000 kr pa dpplen och apelsiner, ange
i. det minsta antalet &pplen man kan képa
ii. det minsta antalet apelsiner man kan kopa

iii. det minsta antalet frukter man kan kopa

iv. antalet olika sétt att spendera pengarna.

For vilka b € Z &r systemet
3z =2 (mod 7), 6z =b(mod 15), 7z =1 (mod 11)

av kongruenser 16sbart ?
(OBs! Det réicker med rétt svar, ingen motivering behovs).

For b = 9 bestim bade den allménna och den storsta negativa I6sningen till systemet.

betyda nagot i nagot riktigt sprak.

(a)
(b)

(¢c) Om man véljer 5 av de 9 bokstdverna slumpmaéssigt, vad &r sannolikheten att man
véljer fler konsonanter &n vokaler 7 (OBS! Ordningen i vilken bokstédverna viljs &r

(d) Hur manga 10-bokstévers ord kan man géra av bokstédverna i LIVERPOOL samt en

(e)

Hur manga 9-bokstévers ord kan man gora av bokstdverna i LIVERPOOL ?
I hur manga av dessa ord ér intilligande bokstéaver alltid olika ?
ovésentligt hér.)

valfri engelsk bokstav till 7
Vad #r koefficienten for 1'6i7v%4r? i utvecklingen av (I +i +v +e +7)3% ?

Var god vind!

(3p)

(3p)

(3p)

(1p)



7. Man hénvisas till Figur 1.

(a) For grafen G ange exempel pa foljande eller forklara varfor inga finns:
i. en Hamiltonvég
ii. en Hamiltoncykel
iii. en Eulervég
iv. en Eulercykel.
(b) Ocksa for grafen Gy,
i. Skriv upp dess grannmatris M

ii. Bestdm talet i position (1, 6), dvs rad 1 och kolumn 6, i matrisen M?°.

(c) Ar Gy isomorf med G ? Motivera svaret vil !

8. Bevisa att om G &r en enkel graf med n noder och strangt fler &n %2 kanter att G inte kan
vara bipartit.

. Alice och Bob &r pa en fest tillsammans med tre andra gifta par. Nér alla anlénder till
festen sa skakar vissa hand med varandra. Ingen skakar hand med sig sjalv eller sin partner
och inga tva skakar hand mer &n en gang.

Efterat fragar Alice var och en av de dvriga sju gésterna (inklusive Bob) hur méanga per-
soner de skakade hand med och far sju olika svar.

(a) Hur manga personer skakade Alice hand med under festen ? Hur manga skakade Bob
hand med ?

(b) Formulera och bevisa en generalisering av resultatet till fallet da det finns n st par
pa festen, for ett godtyckligt n > 2.

Forklara ditt resonemang tydligt !

Lycka till!

(3p)



1.

(a)

Lésningar Inledande Diskret Matematik D1/DI2, 190830

Argumentet dr giltigt - vi for ett motsigelsebevis. Antag att slutsatsen ar falsk, sa
a = 0, och alla hypoteserna sanna. Enligt H3 sa maste antingen b = 1 eller d = 1.
Men —a = 1 sa enligt H2 &r —-b = 1, dvs b = 0. Darmed maste d = 1 gélla. Men da
ar ~d = 0 sa enligt H4 maste d&ven —¢ = 0, dvs ¢ = 1. I sin tur medfér nu H1 att
antingen a = 1 eller b = 1, vilket motséger det vi redan kommit fram till, ndmligen
att a=b=0 (ochc=d=1).

Lat universumet U besta av alla aktiva professionella fotbollspelare. Vi definierar fol-
jande tre predikat:

A(z) : x spelar for Arsenal,
E(x): x &r en engelsman,
U(z): x &r usel.

Vo: A(z) - —E(x)
Va: A(x) — U(x)

Argumentet dr uppenbarligen ogiltigt ty hypoteserna utesluter inte att det finns bra
icke-engelska spelare, sa linge de inte spelar for Arsenal. (Och sadana finns ju, t.ex.:
Mané, Firmino, Salah, Origi, Shaqiri, Fabinho, Wijnaldum, Matip, van Dijk, Robert-
son, Alisson !!)

2. Reflezivitet: Ja. For varje heltal n > 2 finns det minst ett primal p sadant att p|n. Och

3.

(a)

da kommer p? | n?, vilket innebér att n R n.

Symmetri: Ja, trivialt, ty nins = nany (heltalsmultiplikation dr kommutativ).
Transitivitet: Nej. T.ex. bektrakta ny = 2, no = 4, ng = 3. Da giller att 22 delar bade
ning = 8 och nong = 12, men ning = 2 - 3 ir inte delbart med nagot kvadrattal.

n=2: 2uu=Tu] —6ug+2=7—6+2=3= uy =

)

| 5ol eo

3 15
n=3: 2U3:7U2—6u1+3:7(2>—6+3:2:>U3:

(b) Vi bevisar formeln via induktion.

Steg 1: Basfallen n = 0, 1 maste kontrolleras:
3\ 0
n=0: 20+1—6-<2> +(0+5)=2-6+5=1=u,
3\ !
n=1: 21+1—6-<2> +(1+45)=4-94+6=1=u.

Steg 2: Induktionssteget. Stark induktion behovs sa antag, for nagot n > 1, att

3 k
uk:2k+1—6-<2> +(k+5), VE=0,1,...,n. (1)

Vi vill harleda att

3
Upy1 =2"T2 — 6 (

n+1
2) + (n+6). (2)



Vi har enligt rekursionen:

1
Un+1 = 5 [T — 6up—1 + (n+ 1)]

Q;[7@”H—ﬁ-<;yu%n+®>—6<7“4i(2yh{+m+40+%n+D
_ g 722_g> 6. <§)n<—;+g<§)> 45 (T(n+5) = 6(n+4) + (n+ 1))

n 1 n+1
:2"-4—6-<3> -<3>+2(2n+12):2n+2—6.<3> +(n+6), vy,

2 2 2

Vi kér Euklides pa paret (27, 17). Forst framat:

27 =17+ 10,
17=10+7,
10="7+3,
7T=2-3+41.

Sa SGD(27, 17) = 1 (vilket iofs var uppenbart redan fran borjan) och den Diofantiska
ekvationen har en 16sning. Nu fortsiatter vi med Euklides bakéat:

1=7-2-3

=7-2(10-"7)

=3-7—-2-10

=3(17—10) —2- 10

=3-17-5-10

=3-17-5(27 - 17)

=8-17—-5-27.

Alltsa,

8-17—5-27 = 1. (3)

Multiplicera igenom med 2000 sa har vi var baslésning
xo = 16000, yo = —10000.

Den allménna l6sningen lyder
b
r=x9— p n = 16000 — 27n,
y=ﬂm+(g)n:—4mmy+nm nez

Om z och y ska representera antalet kdpta &dpplen resp. apelsiner sa maste bada vara
icke-negativa.

z > 0% 27n <16000 & n < 592,
y >0« 17n > 10000 < n > 589.

Det finns alltsa 4 olika sétt att spendera pengarna, svarande mot n = 589, 590, 591, 592.
Motsvarande (z, y)-virdena beréknas létt och blir:

(97, 13), (70,30), (43, 47), (16, 64).

Det minsta antalet &pplen man kan képa ar darmed 16 st, det minsta antalet apelsiner
dr 13 st och det minsta antalet frukter dr 16 + 64 = 80 st.



5. (a) Systemet &r losbart om och endast om b dr en multipel av 3 = SGD(6, 15).
(b) Om b =9 kan vi forst dela ut SGD(6, 9, 15) = 3 fran hela den andra kongruensen

och fa den ekvivalenta kongruensen 2z = 3 (mod 5).

Som nésta steg forenklar vi systemets utseende enligt:

3r=2(mod7) & z=3"1.2=5.2=10=3 (mod 7),
20 =3 (mod 5) ©2=2"1-3=3-3=9= —1 (mod 5),
7r=1(mod 11) & 2 =7"'=8= -3 (mod 11).

Nu tillampar vi den Kinesiska Restsatsen och far den allménna losningen:
x=3-by-5-11—-1-by-7-11—3-b3-7-5(mod 7-5-11), (4)
dar

55b1 = 1 (mod 7) = tag by = —
TTby =1 (mod 5) = tag by = —
35b3 = 1 (mod 11) = tag bs = 6.

Inséttning in i (4) ger

r=-3-5-1142-7-11-3-6-7-5=—165+ 154 — 630 = —641 = —385 — 256 = —256 (mod 385).

6. (a) Det finns 2 st O samt 2 st L, sa antalet olika ord &r (2,)

(b) Hér kan vi subtrahera fran svaret i (a) antalet ord dér det féorekommer antingen LL
eller OO. Om det t.ex. forekommer LL sa kan vi betrakta LL som en enda bokstav,
vilket innebér att vi kan ténka oss att vi har 8 bokstéver att permutera, varav tva &r
O. Sa antalet sadana ord &r g—: Pa samma sétt finns det g—; ord dar OO férekommer
och 7! ord dar bade LL och OO fbrekommer
Enligt sallprincipen finns det ddrmed 2 - §; — 7! = 8! — 7! ord dér antingen LL eller

OO forekommer, sa svaret pa (b) blir (29!')2 8!+ 7.

(c) Det finns (g) satt att vélja b bokstéver. Om det ska viljas fler konsonanter &n vokaler
sa har vi foljande alternativ:

- 3 konsonanter och 2 vokaler = (g) . (3) mojligheter,
- 4 konsonanter och 1 vokal = (Z) . (le) mojligheter,
- 5 konsonanter och inga vokaler = (g) . (é) mojligheter.

Sannolikheten att vi véljer fler konsonanter dn vokaler dr ddrmed

BE+OO+EGE _10-6+5-4+1-1 81 _ 9
) N 9876 1260 147

(d) Givet den 10:e bokstaven, antalet mdjliga ord beror pa huruvida denna bokstav fore-
kom redan i LIVERPOOL. Detta ger f6ljande fall:

Fall 1: Den 10:e bokstaven férekommer inte i LIVERPOOL. I sa fall finns det 19 val
for den sista bokstaven och vi har fortfarande tva dubletter, sa antalet mojliga ord

dr 19 x %

Fall 2: Den 10:e bokstaven &r antingen I, V, E, R eller P. I sa fall har vi nu tre
dubletter sa antalet mgjliga ord &r 5 x é?)'

Fall 3: Den 10:e bokstaven ar antingen L eller O. I sa fall har vi nu en dublett och
en triplett s& antalet mojliga ord &r 2 x 21,—(2,",

SVAR: 19 X gy +5 X g +2 X 5.



; ; : . 38!
(e) Svaret ges direkt av multinomialsatsen: {gr=rora-

7. (a) 1. Ett exempel pa en Hamiltonvig dr
1-3—-24—22-27=25—=6—38.

ii. Det finns inga Hamiltoncykler. Antag att man boérjar i nod 1 t.ex. En Hamil-
toncykel maste ocksa sluta dér. Men om alla noderna ska bestkas blir det da
oundvikligt att kanten {2, 7} korsas tva ganger och dirmed att noderna 2 och 7
besoks tva ganger.

iii. Ett exempel pa en Eulervig ar
3—-41—-+2—-3—-4—22->7—-5—-236—>7T—8—=6.

iv. Det finns ingen Eulercykel ty noderna 3 och 6 har udda gradtal.

01100000
101100710
11010000
01100000

M=19 0000110
00001011
01001101

(00000110,

ii. Vi soker antalet viagar av langd 5 fran nod 1 till nod 6. Forst notera att en sddan
vig maste anvénda kanten e = {2, 7}. Dessutom maste denna kant anvéindas ett
udda antal ganger for annars skulle vi hamna pa samma “sida” av grafen som dér
vi borjade.

Fall 1: e anvéinds tre ganger. Enda mdjligheten da &r vigen 1 -2 -7 — 2 —
7 — 6.

Fall 2: e anviinds en gang, som steg 2 av 5. Enda mgjligheten i sa fall &r 1 —
2—-7—-6—-7—6.

Fall 3: e anviinds en gang, som steg 3 av 5. I sa fall maste de tva forsta stegen
vara 1 — 3 — 2 men vi har tva mdjligheter for de tva sista stegen: 7 — 5 — 6
eller 7 — 8 — 6.

Fall 4: e anviinds en gang, som steg 4 av 5. I sa fall maste sista steget vara 7 — 6.
Vi ska ta oss fran 1 till 2 pa tre seg, vilket ger foljande alternativ: 1 — 2 — 1 — 2
eller 1 -2 —3—2ellerl +2—4—2ellerl +3—4—2.

Sammanlagt finns det alltsa 1 4+ 1 4 2 4+ 4 = 8 mojliga végar.
(c) Nej. T.ex. G har fyra trianglar (dvs K3 delgrafer) medan G2 har bara tva st.

8. Antag att G #r bipartit. Da finns det en uppdelning av dess noder V(G) = X UY, dér
| X| =r, |Y] =n—r for nagot 1 < r < n — 1, sadan att varje kant i G gar mellan en
nod i X och en nod i Y. Detta innebér att antalet kanter inte kan 6verstiga r(n — r). Sitt
f(r) = r(n —r), dir vi betraktar nu r som en reell variabel, och notera att f'(r) = 0 da
r = n/2. Det innebér att f(r) har ett maximum i » = n/2, sa antalet kanter i G kan inte
overstiga (n/2)? = n?/4, v.s.v.

9. Det allménna resultatet ar foljande:

Om det finns n st par pa festen, inklusive paret Alice-Bob, och Alice far 2n — 1 olika svar
da hon fragar de andra deltagarna hur manga de skakade hand med, sa maste bade Alice
och Bob ha skakat hand med n — 1 personer.

Vi kan bevisa detta via induktion pa n.



STEG 1: Vi kontrollerar basfallet n = 2. I sa fall fanns det ett par féorutom Alice-Bob,
sidg Caroline-David. Alice fragar Bob, Caroline och David hur manga de skakade hand
med och far tre olika svar. Eftersom ingen skakar hand med varken sig sjéalv eller sin part-
ner, och det finns totalt 4 personer pa festen, sa har varje person skakat hand med hogst
2 personer. De svaren Alice fick maste ddrmed vara 0, 1 och 2. Det innebér i synnerhet
att det finns nagon som skakade hand med ingen och nagon som skakade hand med bada
i det andra paret. Dessa tva maste dirfor utgora ett par sjilva, dvs vara Caroline och
David. Svaret 1 maste dérfér ha kommit fran Bob. Dessutom har exakt en av Caroline och
David skakat hand med Alice. Sa vi har bevisat att bade Alice och Bob skakade hand med

1 =2 —1 personer, v.s.v.

STEG 2: Antag att n > 3 och att satsen géller for n—1 par. Nu har vi totalt 2n personer pa
festen och ingen skakar hand med varken sig sjilv eller sin partner, sa varje person skakar
hand med hogst 2n — 2 personer. De 2n — 1 olika svaren som Alice fick maste ddrmed vara
0,1,2,...,2n — 2. I synnerhet finns det nagon som skakade hand med ingen och nagon
som skakade hand med alla 2n — 2 personerna férutom sig sjilv och sin partner. Dessa tva
maste utgora ett par sjilva.

Vi kan nu ténka oss att vi tar bort detta par och alla deras handskakningar. Nu har vi
kvar 2n — 2 personer, dvs n — 1 par, och om Alice hade fragat de 6vriga hur manga de
skakade hand med, férutom i det paret som togs bort, sa hade hon fatt 2n — 3 olika svar,
néamligen 0, 1, ..., 2n — 4. Per induktion kan vi hirleda att bade Alice och Bob skakade
hand med n — 2 personer bland de aterstaende gésterna. Dessutom har bada skakat hand
med en person i paret som togs bort, ty denna skakade hand med alla férutom sig sjalv
och sin partner. Darmed har bade Alice och Bob skakat hand med n — 1 personer totalt,
V.S.V.



