Matematik
Chalmers tekniska hogskola 2017-04-11

Tentamen Linjiar algebra D (TMV216), Linjir algebra GU (MMGD20)

Telefonvakt: Katarina Blom, telefon 772 1097 Plats och tid: Johanneberg, 14:00-
18:00
Inga hjéalpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Skriv vil, motivera och forklara vad du gor.

Betygsgréanser TMV216: 20-29 p. ger betyget 3, 30-39 p. ger betyget 4 och 40 p. eller
mer ger betyget 5. Maxpoéng ar 50.

Betygsgréanser MMGD20: 20-34 p. ger betyget G, 35 p. eller mer ger betyget VG. Max-
poédng ar 50.

Losningar kommer att ldggas ut pa kurshemsidan forsta arbetsdagen efter tentamens-
tillfallet. Resultat meddelas via epost fran LADOK.

LOSNINGAR

For att vara tydlig har jag anvint - for skaldrprodukt och * for multiplikation i alla
uppgifter nedan.

1 Denna uppgift omfattar 15 poédng och finns pa separat blad pa vilket 16sningar och
svar ska skrivas. LoOsgor bladet och ldmna in det som blad 1 tillsammans
med Ovriga losningar.

. 5 —6
2LatA—{3 _4}

(a) Visa att A &r diagonaliserbar.
(b) Anvind resultaten fran 2(a) for att berikna A'.

(a) A har egenvérden A\; = 2 och \y = —1 (se uppgift 1(a)). Egenvektor u; till A\
fas genom att 16sa ekvationssystemet (A —2xI)xu =0

5 ]2 o Vh=[7 5]
HE{H R

2 } xt,t € R. Om vi valjer t = 1 far vi egenvektorn

med 16sning u = 1

i } till Ay = —1. Lat

s=fw w]=[2 1] emn=[% 2]=]2 Y]

U, = { ? ] Analogt fas egenvektor uy = [



1 -1

Vi ska visa att S'x AxS = D. Vihar §' = [ 1 9 ] (uppgift 1(b)) och

. 1 -1 5 —6 2 1] [2 -2 2 1]
S *A*S_{—l 2}*{3 —4}*{1 1}_{1 —2}*{1 1}_
(b) Vihar att D = 8§ 1% A %« S dvs A = §x D"+« §~1,

210 0 1024 0
10 _
D—[O(-nw}—{ 01}

dvs

10 2 1 1024 0 1 -1 2047 —2046
A — * k =
11 0 1 —1 2 1023 —1022

3 (a) Bestdm ekvationen for det plan 7 som innehaller linjen

y+1 2-1
lh o ="—=
2 —1
och som é&r parallellt med linjen
r+1 z—2
Iy : =y—1=
2r7g Y 2

(b) Bestdm avstandet mellan punkten P = (1,0, 3) och planet 7.

(c) Bestdm avstandet mellan linjerna [; och [s.

1 3
(a) Riktningsvektorer for I; och ly v, = 2 | ,v9 = | 1 | Det sokta planets nor-
-1 2
ny
malvektor n = | ng | ska vara ortogonal mot v, och vy, dvs
ns

{n1+2n2—n3=0 @{1 2 —1‘0}N._.N[1 0 1‘0}

—t
dvs n = t | dart € R. Liangden pa normalvektorn &r inte relevant, sa lat ¢t = 1,
t
—1
vi far n = 1 | ochplanet m = —x+y+ 2= D.
1

(0,—-1,1) el = (0,—-1,1) € r, dvs D =0 — 1+ 1 = 0, planets ekvation blir

—r+y+z=0

)



—1

(b) 7 har normalvektor n = 1 | och ||n|| = V3.
1
Lat @ vara den punkt i planet dar 1@ ar ortogonal mot planet, vi har Q) = P+txn,
1 —1 1—1
dvs Q= | 0 | +1t 1| = t |. Eftersom @ ligger i planet har vi
3 1 3+t

—(1—-t)+t+3+t=0t=-2/3.

Avstandet ||PQ|| = [t # n|| = [2/3]v/3 = 2v/3
(c) Avstandet 4v/3

4(a) Betrakta den linjdra avbildningen y = F'(x) som beskrivs av bilden nedan.

T2 Y2
2 4 5
y=F(x)
1 14 F(D)
D
0 T T T T
0 1 2 o -2 -1 0 1 2 4
Ange standardmatrisen A for avbildningen. (3p)

(b) Ar avbildningen i (a) omvindbar? Dvs. finns @ = F~'(y)? 1 sa fall, vilken (3p)
standardmatris har den?

(c¢) Translationen y = G(x) = ¢ +t med t = {_g } ar en affin avbildning. Beskriv (3p)

denna med matrismultiplikation.

(d) Ar avbildningen i (c) omviéndbar? Om sa ér fallet, beskriv den med matrismultip- (2p)
likation.

(a) Vi har

2 -1

Fle=| 1] Flea=| ] s a=iFen el =[] 7}

(b) Avbildningen = F~*(y) har standardmatrisen

1 11
-1_ *
at=5ls]

(c) Med en extra koordinat kan vi bilda

e -lo 115



(d) Vi har

e () - Lo L

5 En n x n matris D kallas for positivt definit om D &r symmetrisk (dvs D = D7)
och om &’ Dx > 0 for alla n x 1 vektorer x # 0

(a) Lat D = [ _(5) g } Visa att D inte dr positivt definit.
(b) Lat
d 0 ... 0
p_| 0 ds :
: 0
0 ... 0 d,

vara en n X n diagonalmatris. Visa att D &r positivt definit bara om alla diago-
nalelementen d; > 0.

(c) Antag att D &r en nxn positivt definit diagonalmatris. Vilken rang har da matrisen.
Motivera ditt svar.

(a) [ 1 xz][_g g]{i;]:[m xQ][_gi;]:—5ﬁ+5x§

och =522 + 522 < 0 for tex « = {(1]}

(b) " Dx = Z d;x? som #r > 0 for alla  # 0 bara om alla d; > 0
i=1
(c) Rang n. Eftersom D é&r positivt definit ar alla diagonalelementen nollskilda,
dvs det finns ett pivotelement i varje kolonn i D.

(4p)

(2p)



1 (a) Bestam alla egenvérden till A = { 2 :2 ] (3p)

Losning;:
Bestam losningar till den karakteristiska ekvationen: det(A — A% I) = 0.

5 —6 10 5—A —6
det(A—A*I)-det({3 _4}—)\*{0 1})—det({ 3 _4_)\])—
B=AN*(—4—-XN)+3%x6=-2—-)X+\?
som har 16sning A\ = 2, Ay = —1.
(b) Bestam inversen till A = [ ? 1 } (3p)
Losning;:
Gausseliminera totalmatrisen
2 111 0 1 0] 1 -1
1 1|0 1|70 1]-1 2
Ce a1 1 -1
Vifar A7 = [ 1 9 ]
(c) Berikna volymen av den parallellepiped som spénns av vektorerna (2p)
-1 2 —1
v = -1 , Vg = -1 , V3 = 2
2 1 3
Losning;:
2 —1
—1 —1 =18
(d) Lat _ |2 hI= 10 . Bestam H =T — *u*k ul 3
atu=| , | oc 01 estdm B uU*xu . (3p)

Losning:

ulru =] 2 1]*{§}:500hu*uT={i}*[2 1]:{;1 ?}
1

10 2 4 2 -3 —4
H‘[o 1}‘5*[2 1]‘5*[—4 3}
(e) Lat f: R* — R? vara en linjér avbildning och f(x) = A x  med (3p)
A = [n 62} dér m dr normalen till linjen £ x 2 +y = 0 och ey, = ?]

—_

Berdkna bilden av triangeln med hérnen i [ ? ], l 0 ] och l 8 ]

Losning;:



