CTH/GU LABORATION 5 TMV216/MMGD20 - 2017/2018
Matematiska vetenskaper

Geometriska transformationer

1 Inledning

Vi skall se pa nagra geometriska transformationer; rotation, skalning, translation, spegling och pro-
jektion. Rotation och skalning &r linjéra avbildningar och kan beskrivas med en matriser. Transla-
tion déaremot &r inte en linjar avbildning, det &r en affin avbildning.

Nér det géller projektion och spegling far vi skilja pa olika fall, t.ex. en ortogonal (vinkelrit)
projektion i R? pa ett plan dr en linjér avbildning om och endast om planet gar genom origo.

2 Rotation, skalning och translation i R

Betrakta en punkt x = (z;, 75) i R%. Rotation moturs med vinkeln ¢ runt origo ges av T : R? — R?
diar T(x) = Ax med avbildningsmatrisen

A= [ "]

Motsvarande for skalning och translation blir

respektive

w1

T2
For translation finns ingen avbildningsmatris eftersom det inte dr en linjar avbildning.

Vi illustrerar med MATLAB. I figuren nedan till véanster ser vi ett polygonomrade med svart rand

som vi roterar nagra ganger med vinkeln ¢ och ritar med réd rand. Vi ténker oss att vi redan
skapat koordinater i radvektorerna X och Y som beskriver det ursprungliga omradet.

figure(1), clf
fill(X,Y,’g’,’edgecolor’,’k’,’linewidth’,1), hold on
axis equal, axis([-1.5 2 -0.1 2]), axis manual,;

pause(1);
v=pi/6; A=[cos(v) -sin(v); sin(v) cos(v)];
P=[X;Y];
for i=1:3
P=AxP; % Varje koordinatpar roteras med vinkeln pi/6

fill(P(1,:),P(2,:),’g’, ’edgecolor’,’r’,’linewidth’,1), pause(1)
end
plot(0,0,’ko’,’linewidth’,2, 'markersize’,2) % origo



AT R

-1 0 1 -1 0 1

Till hoger ser vi samma omrade i ursprungsléget (svart kant) samt nagra upprepade translationer
(r6d kant) med vektorn ¢.

figure(2); clf;
fill(X,Y,’g’,’edgecolor’,’k’,’linewidth’,1), hold on
axis equal, axis([-1.5 2 -0.1 2]), pause(1)
t=[-0.6;0.3];
P=[X;Y];
for i=1:3
P=P+t*ones(size(X));
fill(P(1,:),P(2,:),’g’, ’edgecolor’,’r’,’linewidth’,1), pause(1)
end

Uppgift 1. Rotera och translatera ett polygonomrade ni genererar sjélva, t.ex. en triangel.

3 Rotation, skalning och translation i R®

Betrakta en punkt x = (21,29, z3) i R®. Rotation med vinkeln ¢ kring x;-, zo- och x3-axlarna ges
av T : R® — R3 dir T(x) = Ax med foljande respektive avbildningsmatriser

1 0 0 cos(¢) 0 sin(¢) cos(¢) —sin(¢) 0
A =10 cos(p) —sin(¢p)|, A= 0 1 0 , A= [sin(¢) cos(¢p) 0O
0 sin(¢) cos(9) —sin(¢) 0 cos(¢) 0 0 1

Rotationen sker medurs sett i axelriktningarna.

Motsvarande for skalning och translation blir

respektive
21 1
F(x)=x+t= |z| + |t
T3 l3

Nu skall ni rita en kub som vi skall transformera pa lite olika sétt.



Vi ritar en enhetskub enligt

H=[0 1 01 0101 % H(:,j), j:te kolonnen i H, ger koordinater fér hornpunkt j
00110011 % size(H,2) ger antal hornpunkter
0000111 1];
S=[1243 % S(i,:), i:te raden i S, ger nr pa hornpunkter pa sida i
1265
1375
3487
2486
568 7];
figure(1), clf, hold on
for i=1:size(S,1) % size(S,1) ger antal sidor

Si=S(i,:); fillB(H(l,Si),H(2,Si),H(3,Si),'g’,’facealpha',O.?)
end
axis equal, axis tight, axis off, view(20,10)

Lagg lite tid pa att tdnka igenom det vi gjort. Hornpunkternas koordinater ligger som kolonner i
matrisen H. Pa raderna i matrisen S har vi numren pa hornpunkterna pa sidorna, t.ex. forsta raden
(1 2 4 3) ger numren pa hornpunkterna som ger botten pa kuben.

Antal kolonner i H, som ges av size(H,2), dr antalet hornpunkter. Antalet rader i S, som ges av
size(S,1), ar antalet sidor.

Med for-satsen ritar vi upp alla sidor. Vi plockar ut en sidas hérnpunkter med Si=S(i,:) och
motsvarande kolonner i H, dvs. H(:,Si) ger koordinaterna fér hérnpunkterna.

Vi ritar sidan med £i113, som fungerar som fill fast i rummet. Hér maste vi separera xi-, xo-
och zs-koordinaterna. Med H(1,81i) far vi x;-koordinaterna for hérnpunkterna pa sidan, osv.

Vi far kuben lite latt genomskinlig med ’*facealpha’,0.7. For solid kub sétt *facealpha’,1 eller
utelamna. Med axis equal far vi skalor pa axlarna sa att en kub ser ut som en kub och inte blir
tillplattad. Vidare ger axis tight ett koordinatsystem wtan luft runt kuben som vi ritat och axis
off gor att axlarna och skalmarkeringar inte syns. Med view(20,10) ges betraktelsevinklar, se
giarna hjélptexterna.

Uppgift 2. Rita en kub och rotera den runt nagon axel. Gor en translation av kuben bort fran
origo. Rotera den ater runt nagon axel. Vilj ett koordinatsystem sa att kuben syns i alla ldgen
den hamnar i.

Uppgift 3. Frivillig! Nu skall vi gbra om uppgift 2, fast som en animation. Nar ni roterade och
translaterade kuben, sa beholl ni i figuren resultatet efter varje rotation och translation. Pa sa sétt
fick ni en figur med manga kuber och det var bra for att forsta vad som hande. Nu vill vi bara
se en enda kub som roterar, blir translaterad for att sedan rotera igen. Rotationerna skall goras



genom att upprepade ganger rotera med en liten vinkel sa att vi far en jamn rorelse. For varje liten
rotation skall vi sudda figuren (c1f) och rita upp kuben i den senaste positionen samt ldgga in
en kort paus (pause) sa att vi hinner se resultatet. Pa motsvarande sétt med translationen. Som
hjélp ger vi foljande borjan till ett script dér vi ser pa den forsta rotationen

figure(1); clf;
axis equal;
axis([...]); % Grénser for koordinataxlarna, axis([xmin xmax ymin ymax zmin zmax])
%» Dessa sdtts sa att hela scenen far plats
axis manual; hold on; % Fixera axlarna
v=...; % Liten vinkel for upprepad rotation, t.ex. v=pi/8
A=[...]; % Rotationsmatrisen
P=H; % H ar matrisen med kubens koordinater
for i=1:size(S,1) % Rita kubens 6 sidor
Si=S(i,:);
F(i)=£fi113(P(1,8i),P(2,S81),P(3,81),’g’); % F(i) refererar till i:e sidan
end
box on, grid on % Foérstarker tredimensionella kdnslan nagot

pause(0.5) %» Paus sa vi hinner se kuben innan den roteras
kmax=...; % Antal smad rotationer, t.ex. kmax=16; (kmax*v=2*pi, ett varv)
for k=1:kmax % Rotera kmax ganger

P=AxP;

% Rita kuben i nya positionen. XData, YData, ZData haller kubens
% hornkoordinater
for i=1:size(S,1)
Si=S(i,:);
F(i).XData=P(1,81), F(i).YData=P(2,8i); F(i).ZData=P(3,S81i);
end
pause(0.1)
end

Anropet till pause pa sista raden i for-loopen saktar ner programmet sa att man hinner se rota-
tionerna. Vill man inte pausa programmet kan man ersidtta anropet med drawnow.

Féltet F innehaller referenser till kubens sidor i figuren. F(1) refererar till sidan som ritas forst,
F(2) till den andra sidan, osv. Matlab lagrar respektive sidas egenskaper i sk. grafiska objekt!.
Egenskaperna ér t.ex. farger, linjetjocklekar, x- y- och z-koordinater. Man &ndrar sidornas utseende
genom att dndra respektive egenskaps virden. Anropet F(1) .FaceColor = ’red’ dndrar t.ex.
forsta sidans farg till r6d. Vill man ta reda pa vilka egenskaper ett visst grafiskt objekt har kan
man anvinda get. Anropet get(F(1)) visar namnen pa alla egenskaper for den forsta sidans
grafiska objekt?.

Vi fortsdtter med geometriska transformationer och ser pa ortogonal (vinkelrédt) projektion samt
spegling i laborationens avsnitt 5. Men forst ser vi kort hur man berdknar skaldrprodukt, norm
och liknande i MATLAB.

!Egenskap #r en oversittning fran Matlabs property.

2For dig som liser eller har list objektorienterad programmering. Grafikpaketet i Matlab &r objektorienterat. De
grafiska objekten &r just objekt. Egenskaperna beskrivs av klassens tillstandsvariabler och genom att d&ndra vérden
pa dessa dndrar man objektets utseende.



4 Skaldrprodukt och norm i MATLAB
Skaldrprodukten mellan tva vektorer u och v ges av

u-v=u'v= ULV + Uy + U3V3

och normen, som motsvarar absolutbelopp, ges av

lall=y/ui+ui+ui  (ul*=u-u)

Med MATLAB berdknar vi skaldrprodukt och norm med funktionerna dot och norm enligt

>> dot(u,v)
>> norm(u)

Vinkeln ¢ mellan tva vektorer u och v ges av

¢ = arccos ————
[af[l[v]

u-v
(A%
och berdknas i MATLAB med

>> phi=acos(dot (u,v)/(norm(u)*norm(v)))

Vi paminner oss om att vektorerna u och v ér ortogonala eller vinkelréita mot varandraom u-v = 0,
vilket ofta betecknas u L v.

En enhetsvektor dr en vektor u med || u || = 1. Vill vi bestimma en enhetsvektor u med samma
riktning som vektorn v sa ges den av u = ﬁ v och i MATLAB skulle vi skriva

>> u=v/norm(v)

Avstandet mellan tva vektorer u och v ges av

= vl= /(= 00 + (2 — ) + (5 — v3)?
och beriaknas med
>> norm(u-v)

Dessa berikningar gors pa samma sétt for vektorer i R, oavsett om n = 2, 3, eller storre.

Aven om vi inte anviinder den nu, sa niamner vi kryssprodukten i R3 som ges av
u X v = (UgU3 — U3y, U3V — UIV3, UjVy — UgV1)
vilket dr en vektor i R® och berdknas med funktionen cross enligt

>> cross(u,v)



5 Ortogonal projektion och spegling

Ortogonal eller vinkelrdt projektion av en punkt x pa linjen
axr +by =d

ges av X = x + an, dir n = (a,b) ar normalen och

d—n-x

o=—
n-n

Speglingen i linjen ges av X ges av X, = X + 2an.

Om vi projicerar och speglar vart omrade i en rat linje skulle det kunna se ut sa hér.
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Vi skall bestimma ortogonala eller vinkelrédta projektionen pa planet
ar +by+cz=d

Planet har en normalvektor n = (a, b, ¢). I bilden har vi ritat en enhetsnormal n och projektionen
x ldngs normalen av en punkt x, dvs. den vinkelrdta projektionen pa planet.

Vi gor ansatsen X = x + an dér « skall bestimmas sa att x ligger pa planet.

Ekvationen for planet kan skrivas
n-x=d



och satter vi in ansatsen far vi
n-x=n-(x+on)=n-x+an-n=d

och darmed d—n-x
“TTaan

For speglingen av x, av punkten x i planet géller
X, =X+ 2an
med samma val av a.

Nu skall vi i MATLAB rita planet ax + by + cz = d, fér a = 1,b = —1,¢ = 4 och d = 1. Eftersom
¢ # 0 sa kan vi 16sa ut z, i annat fall far vi modifiera koden

xmin=-2; xmax=2; ymin=-2; ymax=2;

a=1; b=-1; c=4; d=1,;

X=[xmin xmax xmax xmin]; Y=[ymin ymin ymax ymax];
Z=(d-a*X-b*xY)/c;

£fi113(X,Y,Z,’g’,’facealpha’,0.7)

xlabel(’x’), ylabel(’y’)

axis equal, grid on

Resultatet blir planet i figuren ovan. Egentligen &r det ju bara en bit av planet, ndmligen den del
som ligger ovanfor omradet —2 <z <2, -2 <y <2.

Uppgift 4. Rita planet vi just tittade pa. Bestdm en normalvektor och rita ut den med en pil fran
en punkt pa planet.

Vi kan rita en pil i rummet med quiver3(x,y,z,a,b,c,s), dir x,y, 2z ger koordinaterna for den
punkt som pilen skall ritas fran, a, b, ¢ ger pilens utstrickning och s ar en skalfaktor (normalt tar
vi s = 0 vilket ritar utan skalning, medan t.ex. s = 2 gor pilarna dubbelt sa langa). Vilj en punkt
x, rita ut den, bestdm dess vinkelréita projektion X pa planet och rita ut dven den. Slutligen rita
ocksa ut speglingen x, av x. Markera normalvektorn och de olika punkterna med texter. T.ex.
normalvektorn kan markeras med text(u,v,w,’n’), dir u,v,w &ar koordinaterna for positionen
av vinster sida av texten och ’n’ ar texten som skall skrivas, dvs. ett n.

Uppgift 5. Rita samma plan i en ny bild. I samma bild skall ni rita en kub. Kuben skall vara sa
placerad att ingen av dess sidor skér planet. Rita dérefter projektionen och speglingen av kuben i
planet.



