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A. Talsystemen. (Adams P.1. Anteckningar fran introkursen.)

N de naturliga talen

Z de hela talen

Q de rationella talen

rakneoperationer: addition +, multiplikation -

(subtraktion a — b = a + (—b), division a/b=a - (b~ 1))

kunna réknereglerna

kunna rikna med absolutbelopp, olikhet, intervall

rationellt tal = periodisk decimalutveckling

R de reella talen = alla decimalutvecklingar, periodiska och ickeperiodiska

C de komplexa talen (Adams Appendix IT)

B. Geometri i rummet. (Adams kap 10.1-10.4)

vektor, norm, skaldrprodukt, ortogonalitet om och endast om a - b = 0, projektion, ortogonal upp-
delning, kryssprodukt, volym av parallellepiped, trippelprodukt, ekvationer fér linjen och planet,
berékna avstand med hjilp av projektion

C. Linjéra ekvationssystem (Lay 1.1)

Skriva linjiara ekvationssystem pa matrisform.

Kunna Gauss eliminationsmetod.

Elementéra radoperationer:
(1) multiplicera rad med skalér,
(2) addera en multipel av en rad till en annan rad,
(3) tva rader byter plats.

Pivot-element, fria och bundna variabler.

Kunna avgéra fran trappstegsmatrisen om systemet &r konsistent, och hur manga l6sningar det
har.

D. Funktioner (Adams P.4)

f:D(f) — S, MATLAB: function y=f(x)

namn: f, MATLAB: funktionshandtag, @f

definitionsméngd: D(f), MATLAB: typ av input-variabler

malméngd: S, MATLAB: typ av output-variabler

tilldelningsregel: y = f(z) (ibland en formel, normalt ingen formel utan nagon mer komplicerad
algoritm), MATLAB:

function y=f(x)

y=... % algoritm, ibland en formel

virdeméngd: R(f), R(f) € S, MATLAB: ingen motsvarighet
Ofta talmingder: S =R, D(f) C R.
graf: punktméngden (z,y) med y = f(xz), MATLAB: x=1linspace(a,b), y=f(x), plot(x,y)

D.1 Kombinera funktioner. (Adams P.5)

Olika siitt att kombinera gamla funktioner och pa sa vis bilda nya funktioner
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linjar kombination: (af + Bg)(z) = af(z) + Bg(x)
produkt och kvot av funktioner: (fg)(z) = f(z)g(z), (f/g9)(z) = f(x)/g(x)
sammansittning av funktioner (f o g)(z) = f(g(x))

D.2 Polynomfunktioner. (Adams P.6)

kunna rita linjara funktioner y = mx + b, kdnna betydelsen av m och b

kunna rita kvadratiska funktioner y = 22, y = —22, y = ax® + ¢, y = (v — d)?, och slutligen
y = az? + bz + ¢ genom komplettering av kvadraten y = a(z — d)? — d? + ¢, d = b/(2a).

att kunna rdkna med polynom: bilda linjar kombination, multiplicera, likhet mellan polynom,
summabeteckning p(z) = Y p_, apz®

styckvisa polynom

rationella funktioner: “polynom genom polynom”

polynomdivision
E. Grinsvirde och kontinuitet. (Adams kap 1, 9.1. BM kap 3.)

E.1 Formell definition av grinsvirden.
lim f(z) =L, lim a,=1L

Kunna anvinda definitionen pa enkla exempel.

E.2 Rikneregler.
Kombination av gransvérden. Utan bevis.

E.3 Definition av kontinuitet. lim f(x) = f(a)

r—a

E.4 Rikneregler.
Kombination av kontinuerliga funktioner. Utan bevis.

E.5 Lipschitz-kontinuitet. (BM kap 2)
kunna definition av Lipschitz-kontinuitet

kunna riikna ut Lipschitz-konstant fér de enklaste fallen med hjilp av definitionen: f(z) = 22,

fl@)=2a% f(z)=27" f(x) =z
kunna rékna ut Lipschitz-konstant for mer komplicerade funktioner med hjélp av rékneregler eller
derivata, se punkt F.2 nedan.

kunna bevisa att summan av tva Lipschitz-funktioner dr Lipschitz

Kombination av Lipschitz-funktioner: veta att linjir kombination, produkt, kvot och sammansétt-
ning av Lipschitz-funktioner ger Lipschitz-funktioner

veta att Lipschitz-funktion &r begridnsad funktion

E.6 Cauchy-f6ljd. (BM kap 4.2)

kunna definition av Cauchy-foljd

kunna visa att de enkla fallen &r Cauchy: a,, = 1/n, a,, = 1/n?, 1//n
kunna sambandet Cauchy-foljd = decimalutveckling = reellt tal

E.7 Kvadratroten ur 2. (BM kap 4)
kunna visa att kvadratroten ur 2 inte &r rationellt tal
kunna skriva ned bisektionsalgoritmen

E.8 Satser om kontinuerliga funktioner (Adams 1.4. BM kap 4)
kunna formulera Bolzanos sats och dess bevis (BM kap 4)



Sats (Bolzano). Antaganden:

e f ar kontinuerlig pa [a,b],

e f(a)f(b) <0.

Slutsats: Da finns x € [a,b] sadan att f(x) = 0. Om f dr strangt monoton sa dr x den enda roten.

obs bevisets fyra steg:

1. algoritm (som ger en foljd z;) (bisektionsalgoritmen)
2. x; ar Cauchy-foljd: z; — z; — 0, T = lim z;

3. T 16ser ekvationen: f(Z) =lim f(z;) =0

4. unik 16sning om f &r strdngt monoton

kunna satsen om mellanliggande virden (BM kap 4, Adams 1.4, Theorem 9) (med bevis enligt
BM)

kunna satsen om max-min (Adams 1.4 Theorem 8) (utan bevis)

kunna satsen om invers funktion (Adams 3.1. BM kap 4.5)

D.9 Fixpunkter och kontraktionsavbildning. (BM kap 5)
omskrivning av ekvation mellan “rotform” f(x) = 0 och “fixpunktsform” z = g(x)

kunna fixpunktssatsen fér kontraktioner (“contraction mapping theorem” BM 5.2, Adams 4.2
Theorem 1) med bevis

obs bevisets fyra steg:

1. algoritm (som ger en foljd x;) (fixpunktsiteration)

2. z; dr Cauchy-foljd: z; — x; — 0, & = lim x; (véicker att kunna visa |21 — 2| < LF|a1 — 20])
3. Z loser ekvationen: T = limx; 1 = lim g(x;) = g(Z) (behover ej kunna bevisa detta steg)

4. unik 16sning (méaste kunna bevisa detta steg)
F. Derivatan. (Adams kap 2.1-2.6, 2.8)

F.1 Definition, rdkneregler och enkla fall.
kunna derivatans definition

kunna beriikna derivatan utgaende fran definitionen for de enklaste fallen: f(z) = 22, f(x) = 23,

fl@)=a"" f(a) =z

kunna satsen om att deriverbarhet medfor kontinuitet (Adams 2.3 Theorem 1) (utan bevis)
rikkneregler for kombinationer av derivator (utan bevis)

derivata av sin, cos, tan, cot (utan bevis)

1(1) i stillet for sec?(z))

(anvind inte csc, sec, dvs Dtanz =

F.2 Medelvirdessatsen MVS.

kunna medelvirdessatsen MVS (Adams 2.6 Theorem 11) och generaliserade MVS (Adams
2.6 Theorem 16) (utan bevis, skippa dven Theorem 15)

kunna konsekvenser av MVS:
satsen om monoton funktion (Adams 2.6 Theorem 12) med bevis
satsen om konstant funktion (Adams 2.6 Theorem 13) med bevis

satsen om ber#ékning av Lipschitzkonstant, med bevis, dvs foljande:



4

Sats (Sats 4 i BM 2.2). (Berikning av Lipschitzkonstant) Antag att f : [a,b] — R dr kontinuerlig
pa [a,b] och deriverbar pa (a,b) med begrinsad derivata,
|f'(z)] < M, Vz € [a,b].
Da gdller
[f(@) = fy)] < Mz —y|, Va,y € [a,b],
dvs f dr Lipschitz med konstanten Ly < M.

Bevis. MVS pa intervallet [z,y] om z < y (eller [y,z] om y < x) ger en (okdnd) punkt ¢ mellan
x och y sadan att
f@) = fy) = (o —y).
Eftersom |f'(c)| < M enligt vart antagande, sa far vi
[f(@) = fWl =f' (@ =yl =1f(e)]|lz—yl < Mlx—yl, Va,y€ [a,b].

G. Transcendentala funktioner. (Adams 3.1-3.5)

G.1 Invers funktion
1-1 (Pone-to-one”), hur man definierar invers funktion
derivatan av invers funktion

G.2 Logaritm och exponentialfunktion

kunna alla logaritm- och exponentialregler (Adams 3.2)

kunna definition av naturliga logaritmen In (Adams 3.3)

naturliga logaritmens egenskaper med bevis (Adams 3.3 Theorem 1, Theorem 2)

In(1)=0
Dln(z) = %

kunna definitionen av exponentialfunktionen exp och dess egenskaper

{ exp(0) =1

D exp(z) = exp(x)

kénna till definitionen e* = exp(z) med e = exp(1)
kénna till tillvéixt och avtagande av exp och In (Adams 3.4 Theorem 1, Theorem 2) (utan bevis)

kunna definition av arcsin, arccos, arctan, arccot
H. Anvindning av derivatan. (Adams 4.1-4.9)

H.1 Extremvéirden, kurvritning (Adams 4.1, 4.4-4.6, 4.8)

relaterade hastigheter: lds nagot av exemplen (Adams 4.1)

kunna definition av absoluta och lokala extremvirden

hur man lokaliserar extremvirden (Adams 4.4 Theorem 6)

(skippa Theorems 7, 8)

kunna definition av konkav upp (=konvex) och konkav ned (=konkav)

kénna betydelsen av andra derivatan f” (Adams 4.5 Theorem 9, Theorem 10)

kunna rita enkla funktioner med hjilp teckenstudium av derivata (sned asymptot inte viktigt)
(Adams 4.6)



lds nagra exempel pa extremvérdesproblem (Adams 4.8)

H.2 Linjirisering. (Adams 4.9)
kunna skriva ned linjériseringen av f i punkten a
kunna felformeln (Adams 4.9 Theorem 11) med bevis

kunna uppskatta linjériseringsfelet med hjilp av felformeln och en begrinsning |f”(t)] < K for
alla t i nagot intervall som innehaller x och a

H.3 Newtons metod. (Adams 4.2. BM kap 6.)

numerisk berédkning av derivata (BM kap 6)

kunna motivera Newtons metod med hjilp av linjirisering
geometrisk tolkning med hjalp av tangent

kiénna till feluppskattning (Adams 4.2 Theorem 2 och BM kap 6)
kénna till stoppvillkoret

kunna skriva ned algoritmen

H.4 Taylors formel. (Adams 4.10)
kunna skriva ned Taylors formel med restterm fér en allmén funktion

kunna uppskatta felet med hjilp av resttermen och en begrinsning |f((¢)] < K for alla t i nagot
intervall som innehaller x och a

kunna berékna Taylorpolynom f6r enkla funktioner (Tabell 5)
kunna anvinda “stora O” beteckningen (&ven kallad “stora ordo”)
kunna berékna grinsviirden av obestdmd form med Taylors formel (Adams 4.10, Example 9)

I. Dator6vningar.
kunna alla datorévningar som vi gjort

J. Litteratur.

Adams kapitel: P, Appendix II, 1, 2.1-2.6, 2.8, 3.1-3.5, 4.1-4.2, 4.4-4.6, 4.8-4.10, 10.1-10.5
Berdkningsmatematik (kompendium) BM kap 2-6.
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