Matematik Chalmers
Tentamen i TMV225 Inledande matematik M, 2010-01-16, f J

Telefon: Aron Lagerberg, 0703-088304
Inga hjialpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Skriv val, motivera och forklara vad du gor; endast vélformulerade 16sningar ger full podng!
Betygsgranser: 3: 20-29p, 4: 30-39p, 5: 40—

Losningar anslas pa kursens hemsida efter tentamens slut. Resultat meddelas per epost. Réttningen
forvantas inte bli klar férrén omkring den 2 februari pa grund av utlandsvistelse.

Granskning: torsdag 11 februari, 12-13, hos Stig Larsson.

Obs: teknologer inskrivna HO6 eller tidigare gor uppgifterna pa baksidan!

1. Till denna uppgift ska du endast ldmna in svar. (7 x 2 p = 14 p)

(a) Bestdm ekvationen for det plan, som gar genom punkten (1,0, —3) och som &r ortogonalt mot
linjen £ = ytl _ 2

2 12— 3

(b) Bestdm en ekvation pa parameterform till skirningslinjen mellan planen 2z + y = 3 och
y+2z=1.

(¢) Skriv ned Taylors polynom av grad 2 for exp(1/x) kring z = 1.

d) Bestdm vektorprojektionen av vektorn u = 2i — j + 3k pa vektorn v =i+ 2j — k.

cos(x) — 1 — g2
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f) Skriv ned algoritmen fér Newtons metod i form av en MATLAB funktionsfil.

g) Bestédm alla reella tal = som uppfyller ’ 1 j_ - 1‘ <1076,

e) Bestdm griansvirdet lirr%J
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)

(
(
(
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2. Lat f(x) = exp(1/x). Bestdm funktionens definitionsméngd och vérdeméngd. Skissa dess graf.
Ange konkavitet och inflektionspunkter. Undersok dess beteende da  — 0 och  — +o00. (6 p)
3. Bestéim en Lipschitz-konstant till funktionen f(x) = exp(1/x) pa intervallet [1,6]. (6 p)

4. Visa att In(1 4+ x) > °
1+

6 :
. or x> 0. (6 p)

5. Vad menas med att en funktion r inverterbar ("one-to-one”)? Visa att funktionen f(z) = 23+2x
ir inverterbar. Berdkna derivatan i punkten 0 av dess inversa funktion, dvs (f~1)’(0). (6 p

~

6. Anviind Gauss eliminationsmetod for att 16sa (6 p)
r+y+2z2=3
r—y+8z=-1
20 +3y+2=28

7. (a) Definiera vad som menas med att en funktion f dr stringt viixande pa ett intervall 1. (2 p)
(b) Formulera medelviirdessatsen for derivator. (2 p)

(c) Visa, med hjélp av medelvirdessatsen, att en funktion f dr stringt vixande pa intervallet I
om f'(x) >0 for alla z € I. (2 p)
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Fo6r teknologer inskrivna HO6 eller tidigare.

1. Till denna uppgift ska du endast ldmna in svar. (7 x 2 p = 14 p)

(a) Bestdm ekvationen for det plan, som gar genom punkten (1,0, —3) och som ér ortogonalt mot
linjen £ = ytl _ 2z

2 12 ~ 3"

(b) Bestdm en ekvation pa parameterform till skdrningslinjen mellan planen 2z + y = 3 och
y+2z=1.

(c) Skriv ned Taylors polynom av grad 2 for exp(1/x) kring x = 1.

(d) Bestdm vektorprojektionen av vektorn u = 2i — j + 3k pa vektorn v =1+ 2j — k.

cos(z) — 1 — £a?

(e) Bestdm griansvérdet lim

z—0 x4
t
(f) Berdkna f/(1) da f(x) = %.
(¢) Bestim alla reella tal o som uppfyller f_x - 1‘ <1075,

2. Lat f(x) = exp(1/x). Bestdam funktionens definitionsméngd och virdeméngd. Skissa dess graf.
Ange konkavitet och inflektionspunkter. Undersok dess beteende da x — 0 och & — +o00. (6 p)

3. Bestéim avstandet fran punkten (4, —3,2) till planet 2z —y + 32z = 7. (6 p)
T

4. Visa att In(1 4+ z) > 7 for x > 0. (6 p)
x

5. Vad menas med att en funktion r inverterbar ("one-to-one”)? Visa att funktionen f(z) = 23+2x
ir inverterbar. Beriikna derivatan i punkten 0 av dess inversa funktion, dvs (f~1)’(0). (6 p

~

6. Anvind Gauss eliminationsmetod for att 16sa (6 p)
c+y+2z=3
z—y+8z=-1
20 +3y+2=28

7. (a) Definiera vad som menas med att en funktion f dr stringt viixande pa ett intervall 1. (2 p)
(b) Formulera medelviirdessatsen for derivator. (2 p)

(c) Visa, med hjélp av medelvirdessatsen, att en funktion f dr stringt vixande pa intervallet [
om f'(x) >0 for alla z € I. (2 p)
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TMV225 Inledande matematik M, 2010-01-16, f J. Lésningar.

1. (a) 2z + 12y + 32z = —7
(b) Vi loser ekv systemet

r=1+1
20 +y=3 11—
y+2z2=1 v=

z=1

(c) Po(w) = e(l = (x 1)+ 5(z — 1)%)

u -3 . . -1, .
(d) uy = ‘VPv:?(1+2rk):7(1+2rk)
1
(e)ﬁ

(f)

function x = newton(f,x0,tol)
% Newton’s method for a scalar equation f(x)=0
x = x0;

h = tol + 1; yA

faked step, to get started

while abs(h)>tol

a = derivative(f,x); % evaluate the derivative a=f’(x)
b =-fx); % evaluate the residual b=-f(x)
h = b/a; % compute the step
X = x + h; % update

end

(g) > —1+410° eller z < —1 — 10°

2. Vi har
f(z) = exp(1/z)

F'() = — exp(1/2)

1+ 22
1
(@)=

Definitionsméngd: Dy = (—o00,0) N (0, 00). Inga singuléra punkter ty f’(z) < 0. Andra derivatan:

exp(1/x)

f"(x) =0endast i z = f%.
Teckentabell:
T — % 0
' (x) - - - odef -
1 (x) - 0 + odef +
f(z) | avtagande | e=? | avtagande | odef | avtagande
f(z) konkav 2| konvex |odef| konvex

Vi ser att f% ar en inflektionspunkt.



Gréansvarden:

1 = lim /" = lim e/ =1
ag F0) = i e = g, e

lim f(z)= lim e/ = hr(r)l ey =1
r——00 T——00 y—0—

x—0+ x—0+ Yy—00

lim f(z) = lim e/ = lim eY=0
z—0— z—0— Yy——00
-1
li ") = lim —e'/% = lim 12e¥ = —
Jip (@) = i e/t = iy = —oo
-1
. / _ N 1/x _ : 2,y
Ji ) = Jig S5t lim e =0

Vi ser att f &r stringt avtagande och att virdeméngden dr Ry = (0,1) N (1, 00).

3. Enligt en sats kan vi beriikna Lipschitz-konstanten genom att ta maximum av |f/(z)| 6ver
intervallet [1, 6]. Enligt uppgift 2 har vi

-1 1
|f/(x)| = ?el/x = ﬁel/w
och
d 1+2
—f(@)] = _IEET e <0 fora >0
xXr X

sa att |f'(x)] dr avtagande. Alltsa intréffar maximum i véinstra dndpunkten:
L =max|f'(z)| = [f'(1)] =

4. Bilda f(z) = In(1 + z) — % Vi ska visa att f(z) > 0 for « > 0. Vi har
x

1 1 x
"(z) = — = 0 f6 0
f(x) Ttz (0t (1+x)2> or x >

sa att f dr stréngt vixande for > 0. Eftersom f(0) = 0 drar vi slutsatsen att f(z) > 0 for z > 0.

5. Vi maste visa att for varje y € Ry finns unikt « € Dy sa att y = f(z).

Vi har att f #r kontinuerlig och f/(z) = 322 +2 > 0 s& att f &r stringt viixande. Dessutom har
vi att limg,_, o f(2) = —00 och lim, .o f(2) = co. Alltsa: Dy = Ry = (—o00,00). Tag nu ett y.
D4 kan vi finna a och b sddana att f(a) < y och f(b) > y. Satsen om mellanliggande viirde pa
intervallet [a, b] ger ett x sa att f(x) = y. Eftersom f #r stringt vixande sa #r x unikt.

Vi anvénder formeln for derivata av invers funktion:

1
YW =—— diry= f(z
Y0 = i («)
1 1
Eftersom f(0) =0 och f/(0) = 2 far vi (f~1)/(0) = 700) =3
6. Gauss-eliminering ger
11 2 | 3 1 1 2 | 3 10 5 | 1
1 -1 8| -1l |0 -2 6 | 4| |0 1 -3 | 2
2 3 1 | 8 0 1 -3 ] 2 00 0 | O

Losning: x =1 —-5t, y=2+3t, z =1.

7. (a) Funktionen f ir stringt vixande i intervallet I om x1,29 € I, 21 < 2o medfor att f(x1) <
f(@2).

I 6vrigt se boken.



Fo6r teknologer inskrivna HO6 eller tidigare.

2—7

8

1. Som ovan utom (f)

2. Som ovan.

5v/14
7

4-7. Som ovan.

3.
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