MATEMATIK Hjilpmedel: Inga, inte ens riknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 2010-10-23 kl. 8.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Peter Helgesson

Telefon: 0703 088 304

TMV225 Inledande Matematik M

Tentan rittas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade
papper. Fyll i omslaget ordentligt.

Betygsgréanser: 3: 20-29 p, 4: 30-39, 5: 40-50.

Losningar lidggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Resultat meddelas via Ladok ca

tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. Denna uppgift omfattar 8 p och finns pa separat blad pa vilket l6sningar och svar skall
skrivas. Losgor bladet och ldmna in det som blad 1 tillsammans med 6vriga
I6sningar.

Till foljande uppgifter skall fullstindiga l6sningar inlimnas. Endast svar ger inga poing.
Motivera och forklara sa vél du kan.

2. (a) Bestdm ekvationen for det plan som innehaller den réta linjen

-3 z-1
i: z+5= yT ==
och &dr parallellt med skérningslinjen mellan de tva planen 2x — y + 2z = 3 och
x+2y — 3z = —b. (4 p)
(b) Bestdm minsta avstandet fran origo till planet i uppgift (a). (2 p)

3. (a) Ur en cylindrisk tridstam med radien 3 dm skall sagas en balk med rektangulért
tvirsnitt. Bojmotstandet W (som har enheten dm?®) hos en sadan balk ges av formeln

l‘yQ

6

dar x betecknar bredden och 4 hojden. Hur skall balken dimensioneras fér att béjmot-
standet skall bli maximalt? (3 p)

(b) Antag att bojmotstandet inte far avvika fran det optimala med mer &#n 10 dm?3.
Uppskatta hur stor avvikelsen fran den optimala bredden far vara for att detta skall
vara uppfyllt. Ledning: Anvénd Lipschitz-villkoret. (3 p)

4. Rita grafen till (6 p)



5. (a)

Skriv en funktionsfil SecondDerivative.m som givet en funktion f och en punkt x
anvander differenskvoten

flz+h) = 2f(x) + f(x—h)

() o

till att berdkna ett approximativt véirde pa andraderivatan till £ i x. Du kan sétta
h=107°. (2 p)

Skriv en funktionsfil KritiskNewton.m som givet en funktion f, en startpunkt x0
och en tolerans tol anvander Newtons metod till att berdkna en kritisk punkt till f
(dvs loser ekvationen f’(xz) = 0). Du kan anta att programmet Derivative.m fran
datorévning 6 &r given. Ledning: Anvénd &dven SecondDerivative.m fran uppgift (a)
ovan. (4 p)

6. Avgor vilka av foljande pastaenden som dr sanna respektive falska. Du behover inte mo-
tivera svaren. Rétt svar ger 1 p, inget svar 0 p och fel svar -1 p. Dock ej mindre &n 0 p
totalt.

Om f ej ar kontinuerlig i punkten xg sa ar f ej deriverbar i xg.

For alla komplexa tal z och w géller att |zw| = |z||w|.

Om xg ér en kritisk punkt till f och f”(xg) = 0 sa kan inte xy vara en minimi-punkt.
Om f’ &r véixande pa ett intervall I sa ér ocksa f vixande pa I.

Om f &r deriverbar pa ett intervall I sa &r f Lipschitz-kontinuerlig pa 1.

Om f har tva fixpunkter pa ett intervall I, sa kan f inte vara en kontraktionsavbild-
ning pa I.

Formulera Bolzanos sats och ange de fyra huvudstegen i beviset. (2 p)

Formulera och bevisa satsen om mellanliggande virden fér Lipschitz-kontinuerliga

funktioner. (4 p)
Skriv ned definitionen av att en funktion f &r kontinuerlig i en punkt a. (Ip
Skriv ned definitionen av att en funktion f &r deriverbar i en punkt a. (1 p)

Antag att f och g &r tva deriverbara funktioner pa ett intervall I. Visa att om

fl(@) =4g'(2) Veel
sa giller att
flz)=g(z)+C Ve el
for nagon konstant C. (Obs! Integrering &r inte en godtagbar 16sning.) (4 p)

Lycka till!
Hossein och Stig



Anonym kod Poiéng
TMV225 Inledande Matematik M 2010-10-23

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Bestdm alla losningar till ekvationssystemet (2 p)

3r + 7y + Tz = 6
2r 4+ 6y + 10z = —4
y + 4z = -—5.

Loésning:

(b) Antag att f(1) =1 och f'(1) = 2. Berékna ¢’(1) om g(z) = (z + f(x)?)>. (2 p)

Losning:

(c) Lat f(x) = 2® + 2z. Visa att f dr injektiv och berikna (f~1)'(3). (2 p)
L6sning:

I 22 1

(d) Beréikna cos(2arctan(2)). (2 p)
L6sning:



[Blank sida.]



Losningar: TMV225 Inledande Matematik M 2010-10—23

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 1osningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Bestdm alla losningar till ekvationssystemet (2 p)

3r + 7y + Tz = 6

2 + 6y + 10z = —4
y + 4z = -—b.
Loésning:
3 7 7 | 6 3 7 7 | 6 3 77| 6
2 6 10 | -4~ |0 4 16 | 24|~ |0 1 4 | 6
01 4 | =5 01 4 | =5 000 | —11
Svar: Ingen 16sning.
(b) Antag att f(1) =1 och f/(1) = 2. Berdikna ¢/(1) om g(z) = (z + f(x)?)3. (2 p)
L6sning:
g'(x) = 3(z + f(2))*(1 + 2f(x) f'(x))
g (1) =31+ 1)*(1+4) =60
Svar: 60
(c) Lat f(x) = 23 + 22. Visa att f &r injektiv och berikna (f~1)/(3). (2 p)
Loésning:

fl(x)=32>4+2>0 Vo = firstringt vixande =  f ir injektiv

f=3 = '@ =1

N — i
O = wm) ~ m s
Svar: 1/5
(d) Beréikna cos(2arctan(2)). (2 p)

Losning: Lat o vara ena vinkeln i en ratvinklig triangel med sidorna 4, 3, 5, sa att
tana = % och sina = % Da fas

9 7
3 .2
cos(2arctan(y)) = cos(2a) =1 —2sin”(a) =1 —2- % = 3%

Svar: 7/25



2.

(a) Skérningslinjen s ges av ekvationssystemet

r+2y—3z=-5
2 —y+z2z=3

Gauss eliminationsmetod ger
12 =3 | =5 10 —% | 3
2 -1 1 | 3 01 - | -2

med l6sningen, dvs en ekvation for linjen ls,

_1+%
5 5

Iy 13 7

=4+t

Y 5 75
z=0+t

Vi ser att vo =i+ 7j + 5k &r en riktningsvektor for ls.

I ekvationen for den givna linjen [; ldser vi av en punkt pa linjen och en riktnings-
vektor:

P=(-5/3,1), vi=i+4j+2k
En normalvektor for det sokta planet fas av
Vi X Vo :6i—3j+3k:3(2i—j+k).

Vi viljer normalvektorn n = 2i — j + k. Eftersom P = (—5,3,1) ligger i planet blir
ekvationen

2r+5)— (y—3)+ (= 1) =0
20 —y+z=—12

Avstandet ar absolutbeloppet av skaldra projektionen av ortsvektorn OP = —5i +
3j + k pa normalvektorn n = 2i — j + k:
5,3,1)-(2,-1,1) —12
s:|(75.ﬁ|:)(75.£‘:‘( ‘_‘ —2v6
| VEFT 1 V6



3.

(a)

Balkens tvérsnitt dr en rektangel med bredden = och hoéjden y vars horn ligger pa en
cirkel med radien R = 3 dm. Det betyder att

<§>2 + (%)2 = R27 dvs y2 =4R? — 2? = 36 — 2°.

Vi eliminerar y ur W = %wa och far en funktion av z:

W(z) = é:c(36 —2%), z€]0,6].

Vi soker dess maximum. Derivatan ar

1

Wiz) = ¢

1
(36 — 322) = 5 (12— z2).
Maximum lokaliseras bland foljande punkter i intervallet [0, 6].

singuldra punkter: inga
kritiska punkter: a = V12 = 23
randpunkter: 0, 6

T 0 2v/3 6
Wi |[6]+] 0 [ —]-12
Wiz) [0 1 [8/3] 1] 0

Vi ser att maximum intriiffar da bredden dr a = 2v/3.

Vi boérjar med att beridkna en Lipschitz-konstant fér W pa intervallet [0,6]. Vi har
W"(x) = —x <0 for x > 0, sa att W/ (x) dr stringt avtagande pa intervallet. Vi ser
i tabellen att W’(z) avtar fran 6 till —12. Det betyder att maximum for |W’(z)| &r
|[W'(6)] = 12. Alltsa kan vi ta

L = max |[W'(z)| = 12.
z€[0,6]

Alternativt:
W (z)| = 3(12 — 2?)| = 3|12 — 2% < J(12 4+ 2%) < J(12+36) =24 Va € [0,6],

vilket leder till den lite sémre Lipschitz-konstanten L = 24.

Vi har de optimala virdena a = 2+/3 och W(a) = 8v/3. Vi vill bestimma en tolerans
for felet |z — a| som garanterar att felet |W(z) — W (a)| < 10.

Lipschitz-villkoret ger att
|[W(z) — W(a)| < L|z —a| <10

blir uppfyllt om

Vi viljer toleransen 5/6. Alternativt: med L = 24 blir toleransen 5/12.



4. Vi berdknar derivatorna:

Vi hittar foljande:

fz) =

f'(x)

fx) =

A TR e AT 1/

Gréansvarden:
lim
r——1%
Teckentabell:
T -1 0
fl(x) | + | odef | — | 0]+
F@) | T [odef | T[0]1

Funktionen dr konvex pa (—oo,
x = —1. Horisontell asymptot: y = 1.

(@+1)?

_1)7 (_17

1

2

kritisk punkt: x = 0,

inflektionspunkt: z = 1

5.

1

Q.

] och konkav pa [

)

1

27

x
— -1
C 2z(z41)2 -2 20@+1) 22
N (x+1)% (x4 1)
2(z +1)% — 20 - 3(z +1)* _ » T—3
(x+1)8 (x+1)*
singuldr punkt: x = —1,

o0). Vertikal asymptot:



5. (a) function y=SecondDerivative(f,x)
h=1le-5;
y=(£f (x+h) -2%f (x)+f (x-h)) / (L"2) ;
(b) function x = KritiskNewton(f,x0,tol)
x = x0;
h =tol + 1;

while abs(h)>tol
b = -Derivative(f,x);
a = SecondDerivative(f,x);
h = b/a;
X = X + h;

) sant
) sant
) falskt
(d) falskt
) falskt
)
k

sant
7. Se kompendiet ”Berdkningsmatematik”.
8

(a) Se Adams.
(b) Se Adams.

(c) Med h(x) = f(x)—g(x) har vi h/(z) = 0 Va € I. Da ger ”Satsen om konstant funktion”
(Adams 2.8 Theorem 13) att h(xz) = C Vo € I. Det vill séga att f(z) = g(x) + C
Va € I.
Alternativt kan vi anvinda medelvirdessatsen. Lat x1,x9 vara tva punkter i I med
x1 < x2. Anvind medelvirdessatsen pa funktionen h(z) = f(z) — g(x) och intervallet
[z1, 22]. Vi far en punkt ¢ € (21, x2) sadan att

h(z2) — h(z1)
ro — I

= h(c).

Men 1/(c) = 0, eftersom h/(xz) = 0 for alla x € I. Det 6ljer att h(xs) — h(z1) = 0 for
alla z1,29 € I, och diirmed att h #r konstant, dvs f(z) = g(z) + C Vz € I. Vilket
skulle bevisas.



