MATEMATIK Hjilpmedel: Inga, inte ens riknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 2011-01-15 kl. 8.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Oskar Hamlet

Telefon: 0703 088 304

TMV225 Inledande Matematik M

Tentan riattas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade
papper. Fyll i omslaget ordentligt.

Betygsgréanser: 3: 20-29 p, 4: 30-39, 5: 40-50.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Resultat meddelas via Ladok ca.

tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. Denna uppgift omfattar 8 p och finns pa separat blad pa vilket l6sningar och svar skall
skrivas. Losgor bladet och ldmna in det som blad 1 tillsammans med 6vriga
I6sningar.

Till foljande uppgifter skall fullstindiga l6sningar inlimnas. Endast svar ger inga poing.
Motivera och forklara sa vél du kan.

2. Lat [ vara skarningslinjen mellan de tva planen m : y = 1 och mp : * — z = 1, och lat

Py =(2,-2,1).
(a) Beridkna det minsta avstandet fran Py till [. (3 p)
(b) Bestam koordinaterna for Py:s spegelbild i [. (3 p)
3. Rita grafen till (6 p)
x
4. Berikna foljande gransvérden (utan 1'Hospitals regel) (3+3 p)

(a) limy . ooVt +22+1—Vat —22+1

: l—coszx
(b) 11mx*)0 m

5. (a) Lat f vara en funktion som &r definierad pa intervallet [a,b]. Bestdm det unika po-

lynom P[J; 0] (z) av grad 1 for vilket P[z b](a) = f(a) och P[é b}(b) = f(b). (Polynomet

P[J; b] kallas interpolationspolynom av grad 1 till f och kan anvéndas till att approxi-

mera funktionen pa intervallet [a, b].) (2 p)
(b) Lat ¢ beteckna mittpunkten pa intervallet [a,b]. Skriv en MATLAB-funktionsfil som
givet indata f, z, a och b berdknar féljande funktion (4 p)

P/ (z) omz € [a,d,
ox) = e
By (r) om x € [c,b)].



6. Avgor vilka av foljande pastaenden som dr sanna respektive falska. Du behéver inte mo-
tivera svaren. Rétt svar ger 1 p, inget svar 0 p och fel svar -1 p. Dock ej mindre &n 0 p
totalt.

(a)

(b)
()

(d)
(e)

8. (a)

(b)
()

Linjen [ : (z,y,2) = (0,—5,3) + t(—1,—-3,2),t € R, &r skdrningslinjen mellan planen
m:x+y+22=1o0chm:2x+2=3.
For det komplexa talet z = # giller att [z| =1 och arg(z) = 2T.

Om en funktion &r diskontinuerlig pa ett intervall I, sa kan den inte vara Lipschitz-
kontinuerlig pa I.

Om f #r vixande pa ett intervall I sa dr ocksa f’ viixande pa I.
Om f #r begrinsad pa ett intervall I sa dr f’ begrinsad pa I.

En striangt vixande funktion kan ha hogst en fixpunkt.

Formulera kontraktionsavbildningssatsen och ange de fyra huvudstegen i beviset.(2 p)

Definiera vad som menas med att en kontinuerlig funktion f &r stringt vixande pa
ett intervall [a, b]. Visa att om f #r deriverbar pa (a,b) sa giller att om f'(z) > 0 for
alla x € (a,b) sa medfor detta att f &r stréingt vixande pa [a, b]. (4 p)

Skriv ned definitionen av skaldrprodukten mellan tva vektorer u och v, och formulera
den sats som relaterar skaldrprodukten till vektorernas mellanliggande vinkel. (2 p)

Visa att [u-v| < |uf|v]. (2 p)
Visa att om 22 + y? + 22 = 1, sa giller att (2 p)

—V3<z+y+2z<V3

(Ledning: Anvénd (b).)

Lycka till!
Hossein och Stig



Anonym kod Poiéng
TMV225 Inledande Matematik M 2011-01-15

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Los olikheten |5z — 3] < 2 (svara med intervall). (2 p)
Losning:
VAT ittt ettt eeeeenaeeeeeenaeeeeeanasseeensnnsseeennassecannnans
(b) Bestdm konstanten k € R sa att funktionen (2 p)

Fz) = kr+1, omzxz>2
| —z+k omz<?2

blir kontinuerlig.
L6sning:

(¢) Bestam f/'(1) om f(z) = <i)2 dédr g(1) =1 och ¢'(1) = 2. (2 p)

L6sning:

722 1 -

(d) Berékna en Lipschitz-konstant till funktionen f(x) = arcsin(x) pa intervallet I =
[0,1/2]. (2 p)
Losning:



Losningar: TMV225 Inledande Matematik M 2011-01-15

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 1osningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Los olikheten |52 — 3| < 2 (svara med intervall). (2 p)
L&ésning:
e-di<d -f<e-i<h Reo<i
Svar: z € (3,1)
(b) Bestdm konstanten k € R sa att funktionen (2 p)
kr+1, omzx>2
f(z) _{ —z+k, omax<?2
blir kontinuerlig.
L6sning:
lim f(z)=f(2)=2k+1
z—2F
lim f(z)=-2+k
r—27
vi maste ha 2k +1=—-2+k
Svar: k= -3
2
(¢) Bestim f'(1) om f(z) = (g%)) diir g(1) = 1 och ¢/(1) = 2 (2 p)
L6sning:
x x z g(x) —zg'(x)
fllz)=2—2_D-L_ —9
D=2 Yo 2w g
11-1-2
"1)=2= = -2
Svar: —2
(d) Berdkna en Lipschitz-konstant till funktionen f(x) = arcsin(z) pa intervallet I =
[0,1/2]. (2p)
L6sning:
/ 1 1 I . . .
|f'(x)| = ‘ 7 2‘ = Nipr ar vixande pa I, maximum i hégra éndpunkten
—x —x
1 2
L — / — / l — = —
max |f'(z)| = f(3) 1
1
. 2
Svar: 7



2. (a) m:y =1, m: x — 2z = 1. Skdirningslinjen [ ges ekvationssystemet:

r—z=1 z+0y— z2=1
y=1 Or+ y+0z=1

Systemet &ar pa trappstegsform, z &r fri, z =t, y = 1, x = 1 + t. Linjens ekvation pa

parameterform:
r=1+t
- y=1
z=1

Vi ldser av en punkt pa linjen: P, = (1,1,0) och en riktningsvektor: v =i+ 0j + k.
Den givna punkten dr Py = (2,—2,1). Vi bildar vektorn a = PPy = i — 3j + k och
raknar ut vektorprojektionen av a pa v:

) a-v i—-3j+k)-(i+0j+k) .. . . .
_ -3 2) (2 TR 04k =i+ 05+ k

12+1

Vi far en uppdelning av vektorn a i ortogonala komponenter:

a=ay+n dir n=a—a,=(i-3j+k)—(i+0j+k)=—-3j

Avstandet mellan Py och [ dr d = |n| = 3.

(b) Spegelbilden P> av Py il ges av

OP, = 0P, —2n = (2i — 2j + k) — 2(—3j) = (2i + 4j + k)
Py =(2,4,1)

Man kan ocksa skriva

P2 :P0_2n: (2’_271)_2(_3j) = (25471)

3.
f@)= 5 a#*l
, 2?2 —1—z-22 2 +1
IO =Ty
v 2z (2P —=1)?— (22 +1)-222-1)- 220
i (x) =— @I 1) (forkorta med x? — 1)
o 2z((2® - 1) —2(2® + 1)) 2z(2* +3)
@2 —1) RCESE

Vi ser att f'(z) <0 for alla x # +1 och f”(z) = 0 endast da « = 0. Vi har

singuléra punkter: x = £1, kritiska punkter: inga, randpunkter: inga, inflektionspunkt: z =0
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lim vzt +22+1— Vot —22+1
T——0Q

y (Vzt+ 22+ 1 -Vt =22 + D)(Vat + 22 + 1+ Vot — 22 + 1)
= lim
@——00 Vet + 22 + 1+ V2t —22 +1
. (et +22+1)— (2t =22+ 1)
= lim
a——o0 Vel 422 + 1+ Vat —a? +1
. 272
lim
v—=00 g2\/1+ 22+ 44+ 22V/1 -z 2 + x4

I 2 2
- 11m = =
vo—co T+ 2+ 4+V1I-o 2+ 4 1+1

) 1 —cosx . 1—(1-322+0(z)
lim —————— = lim 1
z—0 ln(l + .f) - z—0 (x — 5;52 + O(x3)) —
122 + O(a*) _ 5 1+0(z?)

T =0 —%xQ +0(x3) am0 —1 + O(x)

=1

(a) Vi soker polynomet P/

ia,4] (r) = A+ Bz, dir koefficienterna A, B bestdms av ekva-
tionssystemet

A+ Ba = f(a)
A+ Bb = f(b)

med l6sningen

Polynomet blir

Py = fo) - 101 )
b—=x r—a
= o)+ f B
(b) function y=gpoly(f,x,a,b)
c=(a+b)/2;
if x<c
y=f (a)*(c-x)/(c-a)+f(c)*(x-a)/(c-a);
else

y=£ (c)*(b-x) / (b-c)+£f (b) * (x-c) / (b-c) ;
end



falskt

Se kompendiet.

Funktionen f &r strédngt vixande pa [a,b] om a < z < y < b medfor att f(x) < f(y).
Antag nu att f &r deriverbar med f'(z) > 0 for alla x € (a,b). Tag tva tal z,y € [a, D]
med = < y. Tillimpa medelvirdessatsen pa intervallet [x,y]. Satsen ger ett tal ¢ €
(z,y) sadant att

Eftersom y — x > 0 och f'(¢) > 0 far vi f(y) — f(z) = f'(c)(y — x) > 0 Alltsa:
f(y) > f(z), vilket skulle visas.

Se boken.
Se boken.

Antag att 22 + 32 + 22. Tagu =i+ j+ k och v = i + yj + zk i uppgift (b). Vi far
ju-v| < |uf|v], dér

u-v=z+ty+z |u=v3 |v]=+(22+y2+22) =1 (enligt antagandet)

Alltsd: |z +y+ 2| < V3, dvs —vV3 <z +y+ 2 < V3.



