Kapitel 2

Lipschitz-kontinuitet

Vi borjar med att presentera den formella definitionen av gréansviarde och kontinuitet. Vi presente-
rar sedan en variant av kontinuitet som &r lattare att anvinda och som ger ett kvantitativt matt
pa funktionens kontinuitet.

2.1 Den formella definitionen av grinsvirde

(Adams 1.5)

Definition 1. (Grinsvirde) (Adams 1.5 Def 8) Vi siger att
lim f(z) =1L
r—a

om Ye >0 30 > 0 sadant att
O<|z—al<d = xeD(f) och|f(x)—L| <e.

Forkortningen Ve > 0 35 > 0 skall utldsas “for alla positiva tal e existerar ett positivt tal §”.

Notera att definitionen kriver att f &r definierad i en punkterad omgivning till a, dvs i en
omgivning utom punkten a sjilv: (a — d,a) U (a,a + 0).

Definitionen handlar om noggrannhet: Hur noggrannt, ¢, maste vi ange x for att fa en viss
noggrannhet, €, i y = f(x)?

Exempel 1. (Adams 1.5 Ex 1) Arean for en disk dr A = 772, Vi vill tillverka en disk med arean
4007 cm? med toleransen 5 cm?. Hur niira den nominella radien 20 ¢cm maste radien vara nir vi
svarvar disken?

Hér dr A(r) = mr?, L = 4007, a = 20. Vi vill ha

|A(r) — L| = |7r? — 4007| < 5 =e.
Vi loser ut r — 20:

—5 < mr? — 4007 < 5
400 — 5/7 < r? <400+ 5/m

V400 —5/m <r < /4004 5/m
19.96017 < r < 20.03975
—.03983 < r — 20 < 0.03975

Den snédvaste grinsen dr den hogra, sa vi tar 6 = 0.03975. Da géller

lr —20] <0.03975 =6 = |7mr? —4007| <5 =e.
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Med den formella definitionen av grinsvirde kan vi gora definitionen lim,_,, f(z) = f(a) av
kontinuitet formell: Funktionen f &r kontinuerlig i en inre punkt a till D(f) om Ve > 0 36 > 0
sadant att

(2.1) |t —al <d = =x€D(f)och|f(z)— fla)] <e.

Den formella definitionen behdvs om man ska bevisa satser om grénsviarde och kontinuerliga
funktioner. Till exempel, Adams 1.2 Theorem 2 om kombination av griansvirden och satser om
kontinuerliga funktioner i Adams 1.4. Nar man anvinder definitionen maste man bestidmma 0 som
funktion av €. Det &r ofta svart. Darfor kommer vi att genomfora bevisen endast for en speciell
klass av kontinuerliga funktioner: Lipschitz-kontinuerliga funktioner. For dessa finns ett enkelt
samband mellan € och 4, ndmligen € = L f6r nagon konstant L.

2.2 Lipschitz-kontinuitet

Definition 2. (Lipschitz-kontinuerlig funktion.) Funktionen f dr Lipschitz-kontinuerlig pd inter-
vallet I med Lipschitz-konstanten L om

(2.2) |f(x1) — f($2)| < LlIl — Igl V$1,$2 el

Olikheten (2:2)) kallas Lipschitz-villkor och vi séger ofta lite slarvigt att funktionen &r Lipschitz
istéllet for Lipschitz-kontinuerlig.

Notera vad definitionen sédger. Det handlar om sambandet mellan noggrannheten i  och nog-
grannheten i y = f(z). Om t ex & #r en approximation till 2 med felet hogst 107°, dvs

& — x| <107°,
och L = 10, sa blir felet i y = f(z) hogst 1075,
If(2) — f(z)] < L] — 2| <10-107% = 1077,

Och detta giller oavsett var i intervallet I talen & och x ligger. Dvs vi behover inte veta exakt
vilka & och x &r, det rdcker med en grov uppskattning om i vilket intervall de ligger. Vi far pa
detta vis en kvantitativ ( = som kan métas) information om felet.

Observera ocksa att Lipschitz-konstanten inte &r unik: om vi har hittat en Lipschitz-konstant
sa ar varje storre konstant ocksa en Lipschitz-konstant for funktionen f pa intervallet I. Det dr
béattre ju mindre konstant man hittar.

Exempel 2. En allmén linjdr funktion

fl@)y=max+c med I =R = (—00,00).

Vi far
[f(@1) = f(22)] = [(max1 + ¢) = (ma + ¢)| = |m(z1 — z2)| = ||z —x5] Vi, 22 € R.
Vi kan alltsa ta L = |m]. O

Exempel 3. En speciell linjar funktion
f(z) ==-3x+2 med I =R = (—00,0).
Vi far
|f(z1) — f(z2)| = | = 3|1 — 22| = 3|21 — 22| Va1,22 € R.
Om vi vill att |f(z1) — f(z2)] <1073 sd kan vi ta

3|z — 22| <1073,
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dvs

xZ xX .
1 2| > 3

|
Exempel 4. En speciell kvadratisk funktion
f(z) =2* med I =[-2,2].
Vi far, med konjugatregeln och triangelolikheten,
|[f(@1) = flz2)| = [T — 23] = [(21 + x2)(21 — x2)| = |21 + 22|21 — 22
< (|| + J@2]) oy — @2 < (2+2)[v1 — 22| = 4|wr — 22| Var, @2 € [-2,2].
—~ —~~
<2 <2
Alltsa: f(z) = 22 &r Lipschitz med konstanten L = 4 pa intervallet [—2,2]. O
Exempel 5. f(z) = 2?2 pa [2,4]. Vi far, som forut,
[f(21) = f(a2)| = |2t — 3] = |21 + za| |21 — @a| < (|21] + |22] )21 — 22
— —~—
<4 <4
< (4+4)|z1 — x| =8|lxy — x| Vi, a0 € [2,4].
Alltsa: f(z) = 22 &r Lipschitz med konstanten L = 8 pa intervallet [2, 4]. O

Notera att Lipschitz-konstanten beror bade pa funktionen och intervallet. Lost uttryckt: L &r
maximala lutningen pa intervallet I tagen med absolutbelopp. Vi ska senare se att om funktionen
ar deriverbar sa ar

L= (z)].
max |f'(z)|

Men alla funktioner &r inte deriverbara sa vi vill inte anvéinda detta nu.
Exempel 6. f(z) = 2% pa R. Denna r ej Lipschitz pa det angivna intervallet for
|f(@1) = f(z2)| = |21 + 22|21 — 22,
dér kvantiteten |z1 + x2| kan bli hur stor som helst, “L = co”. O
Exempel 7. f(z) = /x pa [1,00). Vi far med konjugatregeln

W VAW V)| | =
NN NN

1
|$1—I2| S§|$1—$2| VIl,IQE [1,00).

[f(z1) = fa2)] = [Vor — V2| =

1
o A/ L1 -+ \/ T2
Hér anvinde vi att xq, 29 > 1 84 att \/x7 + /T2 > 2 och ddrmed

1 1
- - < Z
el A Sre T2

Alltsd &r \/z Lipschitz pa [1,00) med konstanten 1.

Men /x &r inte Lipschitz pa [0, 1], for pa det intervallet kan bli hur stor som helst.

1
Ve
Kvadratroten &r inte Lipschitz pa nagot intervall som innehaller punkten 0. O
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Nu ska vi visa att Lipschitz-kontinuerliga funktioner verkligen dr kontinuerliga enligt var gamla
definition ([21) (se dven Adams 1.4 Definition 4 och 7 och Adams 1.5 Definition 8.) Obs: enkelt
bevis.

Sats 1. Om f dr Lipschitz-kontinuerlig pa I sa dr f kontinuerlig pa 1.

Bevis. Vad vet vi? Jo, enligt antagandet vet vi att
(23) |f(£L'1) — f(x2)| < L|l‘1 — l‘2| Vri,x0 € 1.

Vad ska vi visa? Tag ¢ € I. Vi ska visa att f ar kontinuerlig i ¢, dvs

lim f(z) = (o).

Tr—c

Om c dr en dndpunkt till intervallet sa ska griansvirdet vara enkelsidigt:

lim f(z) = f(c) eller lim f(z)= f(c).

Tr—rc— r—rc+

Detta betyder enligt den formella definitionen (Adams 1.5, Definition 8): Ve > 0 3§ = (¢) sadant
att

(2.4) O<|z—¢c<dochxel=|f(x)— flc) <e.
Vi tar da ett € > 0 och forsoker hitta d sa att (Z4]) géller. Lipschitz-villkoret (Z3]) ger
|f(x)— flc)] < Llx—¢| Vaxel.

Vi vill att L|z — ¢| < e. Detta giller om
o—cl <7
r—c < —e
L

Vi kan alltsé ta § = Te. Da giller (Z4). Beviset &r klart. O

Observera i det foregaende beviset att vi kan ta § = %e, dvs att § &r proportionell mot €. Det
dr anledningen till att det ar lattare att rdkna med Lipschitz-kontinuerliga funktioner. Nackdelen
ar att inte alla kontinuerliga funktioner ar Lipschitz-kontinuerliga. Det &r dock ingen stor nackdel
i praktiken.

Exempel 8. Vi atervinder till Exempel [l om att tillverka en disk. Vi betraktar da funktionen
A(r) = 7mr? pa intervallet 0 < r < 25. Vi berdiknar en Lipschitz-konstant som i Exempel G}

|[A(r1) — A(r2)| < (254 25)|r1 — ro| = 50m|ry —re|, Vri,r2 € [0,25],
dvs L = 507. Vi vill ha
|A(r) — A(20)| = |71 — 4007| < € = 5.
Vi ska astadkomma detta genom att ta |r —20| < . Tillsammans med Lipschitz-villkoret ger detta
|A(r) — A(20)| < Ljr — 20| < Lo < (vivill) <e.
Vi loser ut 0:

5<6 5

—=—=—=0.031
— L 50m 10w 0-0318309

Vi tar § = 0.03183. Lite sdmre tolerans &én i den mer exakta berdkningen i Exempel [ men mycket
enklare. O
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Ett intervall dr begrinsat (“bounded”) om det inte nar ut till odndligheten, dvs
(2.5) (a,b), [a,b), (a,b] eller [a,b].

Ett sadant intervall kan ocksa kallas dndligt (“finite”) som i Adams 1.4 sid 82 (sid 80, 6e uppl). En
funktion &r begrinsad (“bounded”) pa intervallet I om dess viirden inte nar ut till odndligheten
(Adams 1.4, sid 83 (sid 81, 6e uppl)), dvs om det finns en begriansning M sadan att

(2.6) lf(z)| <M Vxel.

Vi ska nu visa att en Lipschitz-kontinuerlig funktion inte hinner ut till odndligheten pa ett
begrinsat intervall. Enkelt bevis!

Sats 2. Om f dr Lipschitz pa ett begrinsat intervall I, sa dr f begrinsad pa I.

Beuvis. Eftersom I dr begrinsat sa dr det av formen (23). Vi maste hitta en konstant M sa att
[25) géller. Tag en punkt ¢ € I. Lipschitz-villkoret ger for alla x € I:

[f(@)] = [f(z) = fle) + f)l < |f(z) = fOl +1f(e)] < Llz — ] +|f(e)] < L(b—a) +|f(c)]-
Vi tar alltsa M = L(b—a) + | f(c)|. O

Vi kan kombinera Lipschitz-kontinuerliga funktioner. Detta &r Lipschitz-motsvarigheten till
Adams 1.4 Theorem 6.

Sats 3. Antag att f och g dr Lipschitz pa I med konstanter Ly och Ly och o, B € R. Da dr foljande
kombinationer ocksa Lipschitz pa I. I (b) och (c) antar vi dessutom att f och g dr begrinsade pa
I med begrinsningar My och M,.

(a) linjar kombination: af + g med L = |o|Ly + |B|Lgy;
(b) produkt: fg med L = MyLy+ MyLy;

(c) kvot: i, om |g(z)| > a Vo € I och ndigot a >0, med L = (MyLy+ MyLy)/a>.
g

Antag att g dr Lipschitz pa I med konstant Ly och att f dr Lipschitz pa Ia med konstant Ly.
Antag dessutom att g(x) € Is for alla x € Iy. Da dr ocksa den sammasatta funktionen f o g
Lipschitz pa I.

(d) komposition: fog med L =LsL,.

Bewvis. (Det ricker om du lir ett av dessa.) Bevis av (a):

[(af + Bg)(x1) — (af + Bg)(z2)| = [(af(z1) + Bg(x1)) — (e f (x2) + Bg(x2))]
= |a(f(z1) = f(x2)) + B(g(x1) — g(22))]
<lef|f(z1) = f(z2)| + |Bllg(z1) — g(22)|
<le|Lglzr — zo| + B[ Lglz1 — 22|
= (la|Ly + [B|Lg)|z1 — 22].

Lipschitz-konstanten blir L = |a|Ly + | 5| L.
Bevis av (b):

|(fg)(x1) = (fg)(@2)| = |f(2x1)g(21) — f22)g(22)|
= [f(z1)g(z1) = f(z1)g(22) + f(21)g(22) — f(22)9(22)]
<|f(@)g(x1) — f(@1)g(x2)| + [f(1)g(z2) — f(22)g(22)]
= [flz)llg(z1) — g(z2)| + | f(21) — f(22)]|g(x2)]

< MyLglwy — xa| + Lylwr — 22| M,
= (MyLg+ MyLyg)|xy — x2|.
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Lipschitz-konstanten blir L = MLy + MyLy.
Bevis av (c):

f f
S =) =[S - o

| f(@)g(xa) — f(x2)g(@2) + f(22)g(22) — f(22)g(21) ‘
g(z1)g(z2)
| F(@1) = flxa))g(za) + flz2)(g(2) — 9(931))‘
g(z1)g(x2)
|(f (1) = f(22))g(x2) + f(22)(g(22) — g(21))]
lg(z1)|]g(x2)]
|f(z1) — flz2)llg(z2)| + | f(22)llg(x2) — g(z1)]

<
- lg(z1)lg(x2)]
o (LyMy + MyLg)|xy — 22|
< 2
(Mng + MgLf)

= a2 |x1 _x2|.

Lipschitz-konstanten blir L = (M¢L, + MyLy)/a*.
Bevis av (d):

[(f o g)(@1) = (f o g)(z2)| = |f(g(21)) — f(g(x2))|
< Lylg(z1) — g(@2)| < LyLglwy — 2.

Lipschitz-konstanten blir L = LyL,. O

Om funktionen &r deriverbar kan man berdkna Lipschitz-konstanten enkelt.

Sats 4. (Berikning av Lipschitz-konstant med hjilp av derivata) Antag att funktionen f dr kon-
tinuerlig pa [a,b] och deriwerbar pa (a,b) med begrinsad derivata,

|f'(x)| < M Vz € (a,b).
Da gdller
[f(x1) = fx2)] < M|y — 22| Vi, 22 € [a,b].

Slutsatsen ér alltsa att f dr Lipschitz-kontinuerlig pa [a,b] med konstanten L < M.

Bevis. Tag tva punkter z1, x5 € [a,b] med 1 < xo. Tillimpa Medelvirdessatsen (Adams 2.8 (2.6,
6e uppl) Theorem 11) pa intervallet [z, z3]. Vi far en (okédnd) punkt ¢ € (a,b) sadan att

f(x2) — f(21)

X9 — I

= fl(c)a
dvs

|f(x2) = flx1)| = |f'(c) (@2 — 21)| = [f(O)] |2 — 21| < Mlxy — 21
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Ovningar

Bestidm en Lipschitz-konstant for féljande funktioner. Gor bade ett direkt bevis (om det gar) och
ett som baseras pa Sats

Obs: man behover inte bestdimma den bésta (minsta) majliga Lipschitz-konstanten, det récker
att hitta en konstant L som inte dr éverdrivet stor. Dvs man far férenkla och réikna approximativt.

1.

2.

= SR = TN BN

h(z) = 2° pa [0,2]

h(z) = i pa [1,10]

.
hz) = = pa [1,10]

h(z) = /x pa [0.01,1]
h(z) = 42* — 3z pa [-1,1]

2 o
h(z) = o1 pa [0,1]

Ur en cylindrisk tradstam med radien 3 dm skall sdgas en balk med rektangulért tvarsnitt.
Béjmotstandet W (som har enheten dm?) hos en siddan balk ges av formeln

xy?
6

dér x betecknar bredden och y hijden. Balkens tvérsnitt &r alltsa en rektangel med bredden
2 och hojden y vars horn ligger pa en cirkel med radien R = 3 dm. Det betyder att

W =

(;)2 + (%)2 =R? dvsy?=4R?>— 2® = 36 — 2°.

Vi eliminerar y ur W = %:cyQ och far en funktion av z:

W) = éx(SG _?), zel0.6]

Vi vill tillverka en balk med bojmotstandet 13.5 dm?, vilket svarar mot att sidan z dr 3 dm.

Antag att bojmotstandet inte far avvika fran det nominella viirdet 13.5 dm® med mer in
0.1 dm?. Uppskatta hur stor noggrannheten i bredden maste vara for att detta skall vara
uppfyllt. Ledning: Anvénd Lipschitz-villkoret.

Vinkelfrekvensen f hos en pendel beror pa pendelns lingd = enligt formeln f(z) = /g/z, dir
g = 9.81 m/s? #r tyngdkraftsaccelerationen. For att det ska gé att rikna for hand anvinder
vi g = 9 m/s?, dvs f(z) = \/9/x. Vi vill tillverka en pendel med vinkelfrekvensen 1 s~!
med toleransen 0.01 s~! och nominella lingden 9 m. Hur noggrannt méaste lingden goras?
Anviand Lipschitz-villkoret for f.

Svar
1. L=12
2. L=1
3. grov uppskattning L = 20, bista mojliga L = 2

1 1 (x+y)(y —x) [z +ylly—=z] x+y 10410

‘zQ_yQ‘:‘ x2y2 ‘: x292 ::E23/2|$_y|S 1-1 o=yl = 20lz g
11 Tty 1 1
‘ﬁ_?:x2—y2x_y|:(:c—y2+:c7y)|x_y|§(1+1)|x_y|:2lx_y|
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4. L=5
5. L=11
6. L=5,a=1,My=2,Ly=1, My=1,Ly=2
7. Vi borjar med att beriikna en Lipschitz-konstant for W pa intervallet [0, 6].
W' (z)| =312 — 2?)| = 212 — 2®| < J(12+2%) < L(12+36) =24 Vz € [0,6],

vilket ger en Lipschitz-konstant L = 24 enligt Sats @l

Vi har de nominella virdena for sidan a = 3 och och bojmotstandet W(a) = 13.5. Vi vill
bestdmma en tolerans o for felet |x — a| som garanterar att felet |W(z) — W(a)| < e = 0.1.

Lipschitz-villkoret ger att
[W(z) —W(a)| < Llxz —a| <e=0.1
blir uppfyllt om

€ 0.1
|z —a| < 7=
Vi forenklar ytterligare lite och véljer en lite mindre tolerans § = % = 0.004 dm.

I det har enkla exemplet kan vi med en lite noggrannare uppskattning rikna ut exakt virde
for derivatans maximum och far den bista mdojliga Lipschitz-konstanten

L= max [W'(z)| = max 1[12 — 2| = |12 — 36| = 12.
z€([0,6] z€[0,6]

Da blir toleransen

0.1

d= 5 = 0.008 (avrundat nedat).

8. Vi anviinder f(z) = \/9/x = 3272, Vi har nominella virden ¢ = 9 m och f(a) = 157!
och toleransen € = 0.01. Vi bestdmmer en Lipschitz-konstant pa intervallet [8,10] (ett lagom
intervall kring 9).

3 1

31
i/ R —— -
30 10

3 3 .
/ _ | _ = —-3/2) _ 2,..-3/2
(@) = |- 5272 = Zo¥2 < S

<
2 2 -

N o
N o
‘H

—_
=}
&
N W

1 3
i
16 32 —
Vitar L =0.1.
Antag |z — a| = |z — 9] < §. Lipschitz-villkoret ger

[f(x) =1 = [f(z) = f(a)| < L]z —a| < Ld

Vi far |f(z) — 1| < e om Lo < €, dvs om

5<

— =01
10

0.01
0

SIE
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