Kapitel 3

Talfoljder

Vi introducerar talfoljder och konvergens av talféljder. Se ocksa Adams 9.1.

3.1 Definition av talfoljd

En talfoljd ar en odndlig f6ljd av tal som rdknas upp i en bestdmd ordning, t ex,

1,2,3,4, ...,
111 _1 1
? 27 4> 87167 """

Vi betecknar hela foljden med en bokstav och numrerar termerna med de naturliga talen

a = {al,ag,ag, } = {ak}zozl-
Exemplen ovan kan da skrivas
a= {172a37 } = {k}zo:h
b= {17 7%; ia 7%; 1_167 } = {(*%)k_l}io:r

Hir ges alltsa ap av en formel, ar = k, men ocksa av en algoritm (en rekursion) a1 = 1, ap =
ar—1 + 1. Pa samma vis har vi b, = (f%)’“_1 och rekursionen by = 1, b, = f%bk,l. Anledningen
till att vi studerar talfljder dr att vara matematiska (och numeriska) algoritmer ofta genererar
talfoljder.

De forsta, sdg 100, termerna av foljden b genereras enkelt med MATLAB:

>> k=1:100;
>> b=(-0.5) .7 (k-1);
>> b=b’
Foljden a ovan ar ett exempel pa en aritmetisk talfoljd med differensen d:
ay = ap—1 +d,
medan b dr exempel pa en geometrisk talfoljd med kvoten q:
ak = qag—1-

En talfoljd kan ocksa ses som en funktion fran de naturliga talen till de reella:

[ N—=R, f(n)=an.
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3.2 Konvergens, grinsvirde

Definition 1. Vi sdger att foljden a = {a,}>2, dr konvergent med grinsvdirdet L,

lim a, =L,
n—oo

om for varje tal € > 0 finns ett naturligt tal N sadant att
n>N=|a, — L| <e.
Vi skriver ocksa
an — L dan— oo,

vilket utlédses “a,, gar mot L da n gar mot odndligheten”. Observera att N beror pa e. Att a =
{a,}22, &r konvergent med griansvirdet L betyder i praktiken att vi kan approximera L med
godtycklig noggrannhet med hjilp av foljden a. Talet e &r approximationsfelet, t ex, e = 1076
betyder att vi har 5 decimalers noggrannhet. Talet N anger hur manga steg av algoritmen som
genererar a, som vi maste utféra for att uppna denna noggrannhet.

Tre grundliggande exempel:

Exempel 1. Konstant foljd: a,, = 1. Da géller
lim 1=1.

n—0o0

Bevis. Tag ett tal e > 0 och bestdim N = N(¢). Vi har
lap, —L|=1]1-1]=0<e¢

for alla n. Vi kan alltsa ta N = 1. O
Exempel 2. Foljden a,, = 1/n, dvs a = {1, %, %, i, ...}. Da giller
1
lim — =0.
n—oo n

Bevis. Tag ett tal € > 0 och bestdim N = N(¢). Vi har
lan — Ll =] —-0l=1<e¢

om n > 1/e. Vi kan ta N = [e~1]. (Hér dr [z] heltalstakfunktionen, som avrundar uppat till
heltal, se Adams P.5,1 MATLAB ceil(x).) O

Exempel 3. Geometrisk foljd: a,, = ¢", dvs a = {q,¢%,¢>, ...}. Da giller

lim ¢" =0 om och endast om |g| < 1.
n—oo

Bevis. Antag |q| < 1. Tag ett tal € > 0 och bestdm N = N(e). Vi har
lan = L = |g" =0 = [¢"| = l¢[* <,

vilket &r ekvivalent med nln(|q|) = In(|¢|™) < In(e), dédr vi anvént att logaritmen #r en stringt
vixande funktion. Att |¢| < 1 medfor att In(]g|) < 0 sa att vart villkor &r ekvivalent med

Vi kan ta N = (11:2‘(;))1 Alltsa: ¢™ — 0.

Antag sedan |g| > 1. Vi har
lan — L = |¢" = 0] = [¢"| = l¢" > 1,

vilket aldrig kan bli mindre &n ett litet e. Alltsa: ¢" gar inte mot 0. O
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Till exempel: ¢ = —3, € = 107 ger
In(e) In(1079) —61n(10)
[ln(|q|)—‘ { In(4) —‘ { —In(2) —I [ 1
Det vill séiga: n > 20 = |(—1)"] < 107°. O

En 6ljd kallas divergent om den inte ar konvergent.
Exempel 4. Foljden {(—-1)"}2, = {—1,1,—1,1,...} har inget grénsvérde, den &r divergent. O

Denna f6ljd divergerar eftersom den hoppar mellan tva viarden och darfor inte nirmar sig nagot.
Ett annat sétt att divergera ar att foljden vixer obegrinsat, dvs divergerar mot oéndligheten.

Definition 2. Foljden a = {a,}22, divergerar mot odndligheten,

lim a, =00 (eller a,, — o),
n—oo

om for varje naturligt tal M finns ett naturligt tal N sadant att
n>N=a, > M.
Pa liknande sétt definieras divergens mot minus oandligheten,

lim a, = —oco (eller a, — —o0).
n—oo

Exempel 5.

lim n = co.
n— oo

Bevis. Tag ett naturligt tal M och bestim N = N(M). Vi har
an=n>M
omn>N=»M+1. O

3.3 Kombination av grinsvirden

Sats 1. Antag att {a,} och {b,} dr konvergenta foljder och «, B € R. Da gdller

lim (aa, + pb,) = « lim a, + @ lim b, (lingéir kombination),
n—o00 n—o00 n—o0
Jim (0t = ( Jim o0 ( Jim 00) (produkt)
a li_>m an
. mn o n o0 .
nl;rrgo b~ Tm b, om nl;rrgo by, # 0 (kvot).
n—oo

Vi bevisar inte denna sats. Den gor det mojligt att kombinera de grundldggande gransvéirdena
i Exempel [H3] och fa stort antal nya grinsvirden.

Exempel 6. lim, .o, n "2 = 0. Bevis: Exempel @ och produktregeln ger

lim n=2 = ( lim n_1)2 =02 =0.
n—oo n—oo

O

Exempel 7. lim,, ;o (a, — L) = 0 &r ekvivalent med lim,, o, @, = L. Det réicker alltsa att berékna
gransvirden som &r noll. Bevis: Linjirkombination och Exempel [ ger

lim (a, — L) = lim (a, — L-1) = lim a, — L lim 1= lim a, — L.
n—oo n—oo n—oo n—oo n—0oo
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