Kapitel 4

Bisektionsalgoritmen

Vi ska konstruera losningar till algebraiska ekvationer av formen f(z) = 0 med hjilp av bisektions-
algoritmen (intervallhalveringsmetoden). Pa samma gang ska vi se hur man definierar de reella
talen och bevisar Bolzanos sats och Satsen om mellanliggande virden (Adams 1.4, Theorem 9).
Vi gor detta forst i form av ett exempel: kvadratroten ur 2.

4.1 Kvadratroten ur 2

Figur @] visar grafen till funktionen f(z) = 22 — 2. Grafen antyder att ekvationen
?—-2=0

har exakt en positiv 16sning (och en negativ). Den positiva 16sningen dr naturligtvis V2. Men vi

Figur 4.1: Funktionen f(z) = 2% — 2.

borjar med att visa att v/2 inte #r ett rationellt tal och dirfor inte kan representeras exakt pa
datorn. Sedan skall vi konstruera och definiera talet /2 som ett nytt slags tal: reellt tal.

Pastidende. Ekvationen x? —2 = 0 har ingen rationell ldsning.

Bevis. Antag att x € Q (rationellt tal) uppfyller 22 — 2 = 0. Vi skriver x = p/q dér p, q € Z (hela
tal) och dir vi forkortat sa att p och ¢ inte har nigra gemensamma faktorer. Ekvationen 22 —2 = 0
ger da
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vilket betyder att p innehaller faktorn 2, dvs p = 2r fér nagot heltal r. Men da blir = 2r/q och
2% =2 ger

— =2, dvs ¢*>=2r?

sa att dven ¢ dr delbart med 2. Men detta dr en motségelse till vart antagande att vi har forkortat
p/q. Alltsa kan inte = vara ett rationellt tal. O

Konstruktion av /2

Lat f(z) = 2% — 2. Vi séker Z sadant att f(Z) = 0. Vi ser att
F1)=-1<0, f(2)=2>0,
och drar slutsatsen att z € [1,2]. Lat nu
vo=1, Xo=2, &o=L5

dér Zo &r mittpunkten pa intervallet [zg, Xo]. Vi ser att f(Z9) = 2.25 — 2 = 0.25 > 0 och roten
bér ligga i intervallet [1,1.5]. Lat da

r1=x0=1 X1 =29=1.5.
Det aktuella intervallet &r nu [z1, X;] = [1,1.5]. Vi bildar mittpunkten
i1 = (1 + X1)/2 = 1.25.
Nu ér f(21) = (1.25)% — 2 = —0.4375 < 0. Vi séitter da
2o =41 =125, Xo=X; =15.

Vi har tabellen

7 €T Xi
0 1 2
1 1 1.5
2112515

Proceduren kan upprepas hur manga ganger som helst. Den kallas bisektionsalgoritmen. Kor pro-
grammet bisektdemo.m med funktionsfilen funk.m for att gora en lingre tabell. (Filerna finns
under linken “Matlab/facit” pa kurshemsidan.) Det verkar som om en decimalutveckling viixer
fram.


http://www.math.chalmers.se/Math/Grundutb/CTH/tmv225/1213/matlab/facit/bisektdemo.m
http://www.math.chalmers.se/Math/Grundutb/CTH/tmv225/1213/matlab/facit/funk.m
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£

Xi

1.00000000000000
1.00000000000000
1.25000000000000
1.37500000000000
1.37500000000000
1.40625000000000
1.40625000000000
1.41406250000000
1.41406250000000
1.41406250000000
1.41406250000000
1.41406250000000
1.41406250000000
1.41418457031250
1.41418457031250
1.41418457031250
1.41419982910156
1.41420745849609
1.41421127319336
1.41421318054199
1.41421318054199
1.41421318054199
1.41421341896057
1.41421353816986
1.41421353816986
1.41421353816986
1.41421355307102

2.00000000000000
1.50000000000000
1.50000000000000
1.50000000000000
1.43750000000000
1.43750000000000
1.42187500000000
1.42187500000000
1.41796875000000
1.41601562500000
1.41503906250000
1.41455078125000
1.41430664062500
1.41430664062500
1.41424560546875
1.41421508789063
1.41421508789063
1.41421508789063
1.41421508789063
1.41421508789063
1.41421413421631
1.41421365737915
1.41421365737915
1.41421365737915
1.41421359777451
1.41421356797218
1.41421356797218

Man kan stélla sig foljande fragor:

1. Hur kan vi veta att det dr en decimalutveckling? (Vi kan ju aldrig berékna alla decimalerna,
bara éndligt manga.)

2. Hur kan vi veta att decimalutvecklingen l6ser ekvationen?

3. Finns det nagon annan decimalutveckling som 16ser ekvationen?

Svar pa Fraga 1

Bisektionsalgoritmen konstruerar tva foljder {x;}5°, och {X;}5°, av rationella tal. Om j > ¢
forhaller de sig sa hér:

miSIijSXjSXi.

Vi drar slutsatsen att vi har foljande avstand:

(4.1) |zi — Xi| = 27" (vi har halverat intervallet [1,2] i ganger)
(42) | —aj| <270 for j >,
(4.3) 1X; — X;] <27¢ for j >

Olikheterna ([2)) och [3)) innebér att {x;}3°, och {X;}°, bildar decimalutvecklingar: om 27 <
10~N=1 g4 har vi N fixerade decimaler. LAt oss rikna ut hur manga steg av algoritmen vi ska kora
for att fa N decimaler. Eftersom 2'° = 1024 > 10? sa far vi

91 (2710)1/10 < 1073/10 < (vivill) < 107 N1,
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Om vi tar i > 10(N + 1)/3 s far vi 2% < 107N ~1 dvs vi har N fixerade decimaler (vi vinner
ungefir 3 decimaler per 10 steg).
Vi har alltsa tva decimalutvecklingar. Vi betecknar dem med

T = lim x; = 1.4142135...,

71— 00

X = lim X, = 1.41421356...

i—»00
Likheten (@) innebir att decimalutvecklingarna #r lika. Med 27¢ < 10~V ~! gverensstimmer z;
och X; till N decimaler. Alltsa:

7 =X =1.41421356...
Vi skriver
V2 =7 =X = 1.41421356...

Vilket innebér att vi satt ett namn, v/2, pa den decimalutveckling som vi konstruerat.

Svar pa Fraga 2

Vi vill visa att f(v/2) = 0 dvs (v/2)? = (1.41421356...)2 = 2. Vi visar att detta giller i form av
gransvardet

(4.4) lim f(z;) =0,

17— 00
dvs Ve > 0 IN sadant att
(4.5) 1>N = |f(z;)—-0| <e

Tag da ett € > 0 och forsck bestimma N sadant att (LH) giller. Kom ihag att f(z) = 2% —2 &r
Lipschitz-kontinuerlig pa intervallet [1, 2] med Lipschitz-konstanten L = 4. Med Lipschitz-villkoret

och ([@J) far vi
[f(@i) = O] = | fm) | = —f (@) < f(Xi) =f@i) = [F(Xi) = f@a)] SA[Xi—mi| =4-27" <,
——

—
<0 >0

om i > In(e/4)/1In(1/2) = In(4/€)/In(2). Vi kan ta N = [In(4/€)/In(2)] (heltalstaket=avrunda
uppat). Detta visar ([@5]).
Svar pa Fraga 3

Finns det fler 16sningar? Vi noterar forst att funktionen f(z) = 22 — 2 #r striingt viixande for
x >0, dvs

O<z<y = [fl2)<f(y
(Bevis av detta: f(y) — f(z) =y?> —2— (22 —2)=9?> —2>=(y—2) (y +2) > 0.)
~—

——
>0 >0

Antag nu att det finns tva icke-negativa losningar z,y med 0 < x < y. Men da &r 0 = f(z) <
f(y) = 0 vilket &r omajligt. Alltsa dr /2 = 1.41421356... den enda icke-negativa l6sningen.
Sammanfattning

1. Vi har konstruerat en approximerande f6ljd x;.

2. Vi har visat att foljden bildar en decimalutveckling z = lim;_, . ;.

3. Vi har visat att lim;_,~ f(z;) =0, dvs f(Z) = 0.
4

. Vi har visat att det finns bara en icke-negativ 16sning, dvs alla konstruktioner ger samma
resultat.
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4.2 Reellt tal=decimalutveckling=Cauchy-{6ljd

De reella talen dr méngden av alla decimalutvecklingar (4ndliga, periodiska eller icke-periodiska).
Vi har sett att olikheterna (42)) och (L3,

lz; — x| <27% |X;— X <27 forj >,
garanterar att foljderna bildar decimalutvecklingar. Antag att vi har en decimalutveckling,

a4 = P.q1924344-.-,

dér p ar heltalsdelen. Om vi trunkerar efter n decimaler,
an = P-91924344---Gn,
sa far vi en foljd {a,}22,, sadan att
la; —aj| < 107" for j > i.
Det beror pa att a; — a; ges av

p qi---4 Git1-.-G5
—pP  q1...4q;

0 .0...0 qi+1---45

dvs |ai — aj| = |0~Qi+1 . qj| -107% < 107%.
A andra sidan, om en f6ljd uppfyller

la; —aj| < 107" for j >,

sa stimmer de n forsta decimalerna i a; 6verens med de n forsta decimalerna i a; for alla j > 4.
Dvs en decimalutveckling vixer fram. Vi skriver da

a = lim a;,
i—00

dér a dr decimalutvecklingen = reella talet. En sadan f6ljd kallas Cauchy-foljd.
Definition 1. (Cauchy-foljd) En talfolid {a;}32, kallas Cauchy-foljd om Ve > 0 3N sadant att
Z,jZN = |ai—aj|<e.

Som vi sett betyder detta att féljden genererar en decimalutveckling. Toleransen e anger antalet
decimaler: € = 107"~ ! betyder n korrekta decimaler.

Exempel 1. a, = 1/n. Antag j > 4. Da far vi

< = < (vivill) <e.

1 1
- =[3- 1| -

1
J 1

1 1
J 7

Vi léser ut 4. Vi far ¢ > 1/e. Vitar N = [1/¢]. Da gller

]ZZZN = |ai—aj|<1/i§1/N§e.
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Ovningar
Visa att foljande dr Cauchy-foljder.
1. a, =1/n?

2. a,=1/\y/n
3. Visa: a,, och b,, &r Cauchy medfor att a,, + b, &r Cauchy.

4. Visa: f &r Lipschitz pa [a,b] och a,, € [a,b] d&r Cauchy medfor att f(a,) & Cauchy.

4.3 Bisektionsalgoritmen

Vi formulerar nu bisektionsalgoritmen i sin allménna form, dvs for en allmén ekvation av formen
f(z) = 0. Algoritmen &r:

(a) Givet: en funktion f som &r kontinuerlig pa [a,b] och med f(a)f(b) < 0 (olika tecken).
(b) Satt o = a, XO = b, . =0.
)

(¢) Bilda mittpunkten &; = (x; + X;)/2.
Om f(&;) =0, sitt x;41 = X;4+1 = &; och stoppa.
Om f(iz)f(xl) < 0, satt Tiy1 = Tg, Xi+1 = T5.
Om f(jz)f(XZ) < 0, satt Tiy1 = i, Xi+1 = X;.
Sétt ¢ = ¢ + 1 och upprepa (c).

Algoritmen genererar tva foljder {z;}32, och {X;}22,. (Om algoritmen stoppar i steg nummer ¢
tanker vi oss att vi fortsitter foljderna som konstanta foljder: x; = X; = &;, j > i+ 1.)

I praktiken racker det att spara en av foljderna. Och i praktiken avbryter vi algoritmen nér
tillréicklig noggrannhet uppnatts: |z; — X;| < TOL, diar TOL &r en given feltolerans.

Med hjélp av denna algoritm kan vi bevisa Bolzanos sats och Satsen om mellanliggande vérden.

4.4 Bolzanos sats

Sats 1. (Bolzanos sats) Antag att f : [a,b] — R dr kontinuerlig och att f(a)f(b) < 0 (dvs f(a)
och f(b) har olika tecken). Dd existerar ett reellt tal T € [a, b] sadant att f(Z) = 0. Om f dr stringt
monoton (vizande eller avtagande), sa dr losningen T entydig (det enda nollstillet till f).

Beviset &r ett konstruktivt bevis, till skillnad fran, till exempel, ett motsédgelsebevis. Det innebér
att beviset beskriver hur talet = konstrueras. Beviset dr organiserat i foljande fyra steg:

1. en algoritm som genererar en approximerande 6ljd {z;};

2. ett bevis av att {x;} dr en Cauchy-foljd sa att vi erhaller ett reellt tal (decimalutveckling)
T = lim x;;
1—>00

3. ett bevis av att T 16ser ekvationen: {f(x;)} dr ocksa en Cauchy-foljd och f(Z) = lim f(x;) =

71— 00
0;

4. ett bevis av att 16sningen Z dr entydig (i fallet da f &r en stréingt monoton funktion).

Légg dessa steg pa minnet, vi kommer att anvinda samma slags bevis vid flera tillfillen. De
forsta tre stegen ger existens av en 16sning. Det sista steget ger entydighet av 16sningen till ekvatio-
nen f(x) = 0. En viktig konsekvens av entydigheten dr att alla approximerande foljder konvergerar
mot samma 16sning z. Dvs, 1osningen beror inte pa valet av algoritm eller approximerande f6ljd
(den dr oberoende av konstruktionen).
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Bevis. Vi genomftr beviset under det extra antagandet att f &r Lipschitz-kontinuerlig.
Steg 1. Vi anvander bisektionsalgoritmen med startvirden a och b.
Steg 2. Vi erhaller tva foljder {x;}5°, och {X;}2°, med

(4.6) lzi — Xi| < (b—a)277,

(4.7) lzi — x| < (b—a)2™%, j >4,

(4.8) IX; — X;| < (b—a)27%, j§>i.

(Likhet géller i (£6) om algoritmen inte stoppar.) Olikheterna ([@7) och (L8] visar att z; och X;

ar Cauchy-foljder: |x; — ;| — 0, |X; — X;| — 0 da ¢,j — oo, och vi erhaller ddrmed decimalut-
vecklingar (reella tal)

Tz = limz;, X = lim X;.
1—00 1—00

Olikheten (L) innebér att decimalutvecklingarna ér lika:
7= lim x; = lim X; = X.
71— 00 71— 00
Steg 3. Lipschitz-kontinuiteten hos f ger
|f(2:) = f(aj)] < Llwi — 2] <L —-a)27", j>1,

vilket innebér att f(x;) dr en Cauchy-foljd, |f(z;) — f(z;)| — 0 da i, — oo. Den ger en decimal-
utveckling (reellt tal) som vi betecknar f(Z):

f(x) = lim f(z;).
71— 00
Vi maste visa att detta gréansviarde ar lika med 0. For att gora detta noterar vi att avstandet

mellan f(z;) och 0 dr mindre &n eller lika med avstandet mellan f(z;) och f(X;). Detta géller
eftersom f(x;) och f(X;) har olika tecken. Som exempel, om f(x;) < 0 och f(X;) > 0:

|f(@i) = O] = —f(@:) < —f(z:) + [(X3) = |f(@:) — F(X)].
I bagge fallen fas:
[f(ai) = 0] < |f(x:) = F(Xo)| < Llzi = Xs| < L(b—a)27" = 0,
dér vi ocksa utnyttjat Lipschitz-villkoret och (6. Detta innebér att
lim f(2;) =0,
i—o00

eller med andra ord f(z) = 0.

Steg 4. Antag nu att f dr stringt vixande. (Fallet med en stringt avtagande funktion kan
behandlas pa liknande sitt.) Detta betyder att © < y medfér att f(z) < f(y). Antag ocksa att vi
har tva olika losningar, dvs, Z; < Tz med f(Z1) = f(Z2) = 0. Men detta motséiger antagandet om
string monotonocitet. Alltsa finns det bara en 16sning. O

Vi betraktar nu ekvationer pa formen f(x) = y.

Sats 2. (Satsen om mellanliggande virden) (Adams 1.4, Theorem 9) Om f : [a,b] — R dr
kontinuerlig och det reella talet y ligger mellan f(a) och f(b), sa existerar det ett reellt tal T € [a, b]
sadant att f(z) =y. Om f dr stringt monoton, sa dr T entydig.

Satsen séger att en kontinuerlig funktion antar alla vérden mellan sina &ndpunktsvirden. En
diskontinuerlig funktion, a andra sidan, kan “hoppa 6ver” virden. Se Figur

Bevis. Om f(a) = f(b) sa ér y = f(a) = f(b) och vi kan vilja Z = a eller Z = b. Annars anvénder
vi Bolzanos sats pa funktionen F(z) = f(z) — y. Det #r klart att F : [a,b] — R dr Lipschitz
med samma Lipschitz-konstant som f, och F(a)F(b) < 0 eftersom y ligger mellan f(a) and f(b).
Vidare, sa ar F stridngt monoton om f &r strdngt monoton. Slutsatsen foljer nu ur Bolzanos
sats: det existerar ett tal T sadant att F'(z) = f(Z) —y = 0, och T dr entydig om f &r stringt
monoton. O
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Figur 4.2: Icke-monoton funktion med tre nollstéllen.

Figur 4.3: Monoton funktion med entydigt nollstélle.

4.5 Invers funktion

Antag nu att funktionen i Satsen om mellanliggande virden #r stringt viixande. (Avtagande
funktioner kan behandlas pa samma sétt.) Lat oss skriva A = f(a), B = f(b). Vi noterar féljande
konsekvenser av satsen.

Funktionen antar alla véirden y i intervallet [A, B] och den antar inga virden utanfor [A, B].
Detta innebér att funktionens vérdeméngd dr precis R(f) = [A, B].

Ekvationen f(z) = y har en entydig losning « for alla y € [A, B]. Eftersom losningen a #r
entydig, definierar detta en funktion y — x. Mer precist, vi kan definiera en funktion

g:[A, Bl - R
x=g(y), dér z dr den unika l6sningen till f(z) = y.

(Kom ihag att en funktion maste ha ett unikt virde for varje element i sin definitionsméngd.) Vi
siiger da att f dr inverterbar och funktionen ¢ kallas den inversa funktionen (eller bara inversen)
till f. Den betecknas g = f~1,

1 [A Bl =R
r=f"'(y), dirx ir den unika l6sningen till f(z) = v.

Naturligtvis kan vi lata x och y byta plats och skriva y = f~!(z), = € [A, B].
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Figur 4.4: Ekvation f(z) =y med flera lésningar.

10

Figur 4.5: En diskontinuerlig funktion som “hoppar 6ver” vérdet y = 3.

Notera att
D(fil):R(f):[AaB]v R(fil):D(f):[aab]a
f(F ) =y, Yy € [A,BI; FH(f(x) = 2, Va € [a,b].

De tva sista identiteterna, vilka visar att sammanséttningen av en funktion och dess invers ar en
identitetsavbildning, bevisas sa hér:

y:f(x):f(fil(y))v Yy € [A, B,
x:f_l(y):f_l(f(x))v Va € [a,b].

En stréngt avtagande funktion kan behandlas pa samma séitt om vi noterar att R(f) = [B, Al.
Vi har nu bevisat féljande.

Sats. Om funktionen f : [a,b] — R dr kontinuerlig och stringt monoton, sa har den en invers
funktion f—1.

Varning: f~! uttalas “f invers”, och det #r inte samma sak som “f upphojt till minus ett”
(f)~' =1/f. Det &r forvirrande att “invers” och “upphéjt till —1” skrivs pa samma siitt, men det
dr en tradition inom matematiken, som vi far leva med och vara forsiktiga.

Exempel. Funktionen f(z) = 22, #r inte inverterbar eftersom ekvationen 22 = y har tva l6sningar

r = =£,/y da y > 0. I nésta avsnitt skall vi se att f blir inverterbar om vi betraktar en restriktion
av definitionsméngden till de icke-negativa talen.



10 KAPITEL 4. BISEKTIONSALGORITMEN

4.6 Kvadratrotsfunktionen

Vi introducerar kvadratrotsfunktionen och undersoker dess egenskaper.

Funktionen f : [0,b] — R, f(x) = 22, &r striingt viixande eftersom 0 < z < y medfér z —y < 0
och x +y > 0 sé att 22 —y? = (x — y)(z +y) < 0. Didrmed har ekvationen x? = y en unik l6sning
x = /y for alla y € [0, b%]. Alltsa dr f inverterbar med f~1(y) = VY-

Detta kan goras for alla virden pa b, entydigheten medfor att bisektionsalgoritmen ger samma
resultat oavsett vilka startviirden a = 0 och b > 0 vi anviéinder. Sa funktionen f : [0,00) — R,
f(x) = 22, &r inverterbar med invers f~!: [0,00) — R, f~!(z) = /. Notera: definitionsméngden
till kvadratrotsfunktionen D(,/7) = [0, 00) och virdeméngden R(,/) = [0, c0).

Varning: f~!(x) = \/x #r inte samma sak som (f)~!(z) = (f(z))~! = 272 = 1/2? diven om de
skrivs pa nistan samma sitt.

Eftersom 22 = a och y? = b medfor (zy)? = ab och (x/y)? = a/b, drar vi slutsatsen att

Vab = avh, \/%%

Vi underséker nu Lipschitz-kontinuiteten hos +/z:

Wz — Y| = {multiplicera med “konjugatuttrycket” v/z + \/ﬂ}

=[S = [
Vet v

=—Fz Yyl ——-—7=lz—yl=—=|r—
\/EJF\/EI yl_\/g+\/g| yl 2\/gl Yl

Vi drar slutsatsen att kvadratrotsfunktionen &r Lipschitz-kontinuerlig med Lipschitz-konstant L =
1/(2v/9) pa alla intervall pa formen [6,00) med § > 0. Dvs, pa alla intervall som undviker en
omgivning av 0. Men den &r inte Lipschitz pa hela sin definitionsmédngd Ry = [0, 00). Detta &r
uppenbart fran den tidigare berikningen, men kan ocksa inses genom att betrakta grafen dér
lutningen &ar oéndlig i 0.

med konj ugatregeln}

for x,y > 0.
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