Kapitel 6

Newtons metod

6.1 Numerisk beridkning av derivata
Lat f : I — R vara en deriverbar funktion (I &r ett intervall). Derivatans definition &r

(6.1) () = tim L& F = @)

h—0 h

Det betyder att vi kan approximera derivatan med en differenskvot:

fle+h) - fx)

N med h = 0.

(6.2) f'@) ~
Vi ska nu diskutera felet i denna approximation. Vi maste da ta hidnsyn till att datorn beréiknar
med dndlig precision, dvs riaknar med dndligt manga siffror och att detta leder till avrundningsfel.
Datorn beriknar alltsa en approximation

(6.3) f(z) = f(z)

déir avrundningsfelet ar

(6.4) ef(z) = f(z) - f(z)

med begréiinsningen

(6.5) leg(@)| = |f(x) = f2)| <65, wel

I MATLAB, som réknar med cirka 16 siffror, och om |f(z)| & 1, kan vi antaga att 67 ~ 107, Det
vi berdknar #r alltsa

R

(6.6) I(z) — med h & 0.
Felet &r
f(T/Jrh]z*f(fU)7f/(x):f(ﬂf+hf)L*f(fC)7f/(x)+f(ﬂf+h]z* (ﬂf)if(ﬂerh]z*f()
fle+h)—flx) ef(xz+h) —ef(x)
= ( - - f@) + 2 2SR

Triangelolikheten ger

fla+n) — f(z) 7f,(x)‘ - ‘f(erh)*f(:v)
- h

(6.7) -

f’(:c)‘ + ‘6f($+h]2*€f(x) '
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Den forsta termen ar diskretiseringsfelet och den andra ér avrundningsfelet. For avrundningsfelet
anvinder vi (G0)

e+ h) —ep(z)) _ les(@+ )| +les(@)] _ 207

(6.8) 2 < A <=L

For diskretiseringsfelet anvinder vi en formel for linjiriseringsfelet (se Definition 8 och Theorem
11 i Adams 4.9)

(6.9) f(z) = f(a)+ f'(a)(x —a) + E(x) med felet E(z) = %f”(s)(m —a)?,

dér s &r en (obekant) punkt mellan 2 och a. Vi anvéinder denna genom att byta ut  mot x + h
och a mot z:

(6.10) flx+h)=flz)+ f(x)h+ %f”(s)h2 med s mellan z och  + h.

Genom att dividera med h far vi

fle+h) - fz)
h

Eftersom s dr okiind maste vi antaga att vi har en begrénsning for f”,

(6.11) ~1'@)| = Sl

(6.12) lf"(z)| < Ky, zel.
Vi far da:

(6.13) ‘f(:c+h}1—f(x)

7@ = gl ) < K gh.

For totala felet i ([61) far vi med (GI3]) och (G-J)):

flet+h) —fx) ‘ 1 20¢

7 SV < —K:+h+ —.

‘ h F@)| < 5K+

Detta géller for alla « € I och x + h € I. Vi vill vélja h sa att felet blir minimalt. Vi ser att den
forsta termen i %K th+ % minskar da A minskar medan den andra 6kar. Vi far minimum da bada

ar lika:

(6.14)

1 20
6.15 —Kih="1L
(6.15) 5Kt o
dvs
46 1)
1 =L h=2 /[ L
(6.16) K K,

(Man kan ocksé visa detta genom att derivera $K ¢h+ % med avseende pa h och sétta derivatan
= 0.) Minimala felet blir da

‘w ,f'(z)‘ < %thJr% :th:2\/K_f\/$-

I MATLAB med ¢ ~ 107° och |f(z)| &~ 1 och Ky ~ 1 (till exempel) far vi ungefir

(6.17)

(6.18) has2y/0; 210775~ 1077,
(6.19) ‘f(“rh}z_f(x) —f’(x)’ ~2\/0; ~ 1077

Dvs vi far ungefir 7 korrekta decimaler.
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En battre approximation

Vi far en béttre approximation om vi ersétter den ensidiga differenskvoten i (6:2) med den sym-
metriska differenskvoten

fla+h)— flxz—h)

5T med h = 0.

(6.20) f(z) ~

Det totala felet blir nu istéllet for (G

(2 4+h) = esle— )|

fat+h) —fla—h) ‘ﬂx+m—fw—h) )|+

. ~ < -
(6:21) o @) < o f'@)|+ =
Man kan visa att detta begridnsas av

fath)—fla—hn) Lipne s O

.22 — <-M —
(6:22) | o f'@)| < sMph? + L,
dér ¢y ar som forut och My dr en begrinsning av f"':
(6.23) If" ()| < My, zel.

Vi gor en dverslagsberiikning baserad pa antagandena d; ~ 10715, M ~ 1. Feluppskattningen i
(622) blir approximativt minimum da bada termerna dr approximativt lika:

1/3 -
(6.24) h? ~ h® = &y, h%éf/ ~107°,

och da blir minimala felet ungefir

flx+h) = flx—h)
2h

(6.25) — fl(z)| =~ h? =~ 5]2/3 ~ 10710,

Jamfort med (GI9) har vi cirka 3 decimaler noggrannare approximation av derivatan. Men man
ska komma ihag att (619) och (G2H) beror ocksa pa Ky och My, vilket kan paverka jimforelsen

om nagon av dessa #r stor. (Exakt virde i (G24) &r h = (367/My)'/? och i (6.257) CM;/B(SJ%/?’ med
c~1.)

Bevis av ([6.22)

(Overkurs, kan skippas.) Avrundningsfelet uppskattas som forut i ([G8). For diskretiseringsfelet
anvinder vi Taylors formel (se Theorem 12 i Adams 4.10, som vi kommer att studera i Ip 2)

(626) f(2) = f() + (@) — a) + 5" (@)(z ~ 0 + B(w) med felet B(r) = 1" (s)(z ~ o)’

dér s ér en (obekant) punkt mellan  och a. Vi anvéinder denna genom att byta ut  mot x + h
och a mot z:

(6.27) Flo+h) = f(@) + F @+ 5 f /@R + 2 ()R,
(6.29) Flw = h) = f(@) + @) h) + 5 f" @) + 5" (52) (R,

med s; mellan x och x + h och sy mellan z — h och z. Detta ger

fle+h)— fle—h)
2h

(6.29) = /(@) + 78" (s + 2o ().

Diskretiseringsfelet blir

R R (| R T ey

(6.30) <3 v
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Eftersom s, sp ér okéinda maste vi antaga att vi har en begrinsning for [/,

(6.31) /(@) < My, zel
Vi far da:

B — fx—h) 1
(6.32) flest )th(x ) ()] < G MsH?

Detta visar (6.22]).

6.2 Newtons metod

(Adams 4.2) Lat f : I — R vara en deriverbar funktion (I &r ett intervall). Vi erinrar oss att
ekvationen f(z) = 0 kan skrivas som en fixpunktsekvation 2 = g(x) genom omskrivningen
v =z —a(x)f(r),
dvs med
g(z) =z — a(z) f(x).

Det giller att hitta a(x) sa att g : I — I blir en kontraktion. Da konvergerar fixpunktsiterationen

(6.33) Trt1 = g(xg).

Detta ar inte litt att astadkomma, men Newtons metod ger oss ett systematiskt sédtt att gora
detta.

Antag att vi har en approximativ 16sning xj och vi vill hitta en béttre approximation xj41
som i ([G33). Vi bildar linjériseringen av funktionen f i 2y, (Definition 8 i Adams 4.9):

(6.34) L(z) = f(ak) + f'(z0) (2 — o)
och loser L(x) = 0 istéillet for f(x) = 0. Dvs
(6.35) fl@e) + f(zr)(x —21) =0

med l6sningen

7))
(6.36) Tt

Detta far bli nédsta approximation:

A C7))
(637) Tk+1 = Tk f’(l’k).

Detta &r pa formen (6.33)) med

=T — f(l‘) VS a\x) = !

Tterationen (G.37) kallas Newtons metod (eller Newton-Raphsons metod). For att Newtons metod
ska fungera maste f’(xy) # 0. Vi antar dérfor att

() #0 forallazel.

Kom ihag att ekvationen for tangenten till grafen y = f(x) i (zk, f(zr)) dr y = L(x), dvs

y = flzr) + f(z)(z — 21).

Geometriskt betyder ([G.35]) att vi foljer tangenten och hittar x4, dir denna skér z-axeln.
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Exempel 1. Med f(z) = 2% — 2 far vi

(@) x2 -2 1 N 1 1 N 1
T)=x — =r——-x+—-—=—-x+ —.
g 2x 2 T 2 T
Newtons iteration blir
1
Tht1 = 5Tk + —.
2 Tk

Vi har tidigare sett att g dr en kontraktion med L = 1/2 pa [1,2] och denna iteration konvergerar
snabbt mot v/2 om vi viiljer zo € [1,2]. O

Antag nu att T € I ar en rot, dvs
f@) =o.
Om vi deriverar g(z) far vi

o PP @)~ @) @ @)
gl =t 7 IIEEa

sa att

o) FOF@
f(x)?
och ¢'(x) ~ 0 pa varje litet intervall néra roten. Det betyder att g har en mycket liten Lipschitz-
konstant pa varje sadant intervall. Det innebér att Newtons metod konvergerar mycket snabbt.
Foljande sats handlar om detta. Det d&r Theorem 2 i Adams 4.2.

Sats 1. Antag att xy, xk1+1,T € I och att vi har begrinsningarna

(6.38) | f,ix” <M, Vel
(6.39) |f"(z)| < K, Vzel.

Da galler

(6.40) lze — 2| < M[f(z)],

(6.41) |zK+1 — 2| < %MKLTkJrl — i,
(6.42) |zpr1 — 7] < %MKL’E}C — 7).

I Adams skrivs ([G.38) som |f/(z)] > L, sa att M =1/L.

Begrénsningarna ([6.38)) och ([639) innebér att tangentens lutning inte far vara alltfor néra 0
och inte dndra sig for mycket pa intervallet I.

Feluppskattningen (G.40) relaterar felet i x till felet i f(z), dvs relaterar felet z;, — T till resi-
dualen f(xy). Residualen anger hur vil z; uppfyller ekvationen f(z) = 0. Om f/(z) &r liten pa T
sa blir M stor (L liten) och da kan felet vara stort dven om residualen f(xy) &r liten. Det betyder
att ekvationen dr svar att 16sa om f/(z) ér liten.

De andra uppskattningarna visar att xj; konvergerar mycket snabbt om den konvergerar alls.
Till exempel, om xj, har kommit sa néra roten att |z, —Z| < 1, sa ser vii ([6.42)) att felet i néista steg
ar proportionellt mot kvadraten pa det tidigare felet, dvs det minskar mycket snabbt. Vi sédger att
felet konvergerar kvadratiskt mot 0. Vi erinrar oss att bisektionsmetoden och fixpunktsiterationen
i allménhet bara konvergerar linjért.

En nackdel med Newtons metod &r att det dr svart att ange ett intervall I dir ovanstaende
begrinsningar géller och sadant att iterationen stannar kvar i intervallet. I praktiken far man
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oftast noja sig med att siga att metoden konvergerar om man véljer xg tillrickligt ndra en rot och
prova sig fram med olika x.
Beviset kan skippas om du inte orkar mer teori.

Bevis. Medelvirdessatsen (Theorem 13 i Adams 2.8) ger

(6.43) flar) = f(@) = f'(s1)(@n — 2),

dér f(Z) = 0 och s; dr en punkt mellan xj, och Z. Vi far med hjilp av begrinsningen (6:35)
- |f ()]

6.44 Tp— T = < M|f(xr)],

(6.44) |zx — 7 e S | ()]

vilket dr (G-40). Linjérisering med felterm (Theorem 11 i Adams 4.9) ger

1 1
(6.45)  f(@ht1) = flar) + f'(2r) (@hrr — z) + §f”(52)(93k+1 — )’ = 5f”(=92)($k+1 — z3)°
dér s9 dr en punkt mellan x; och xy41, och dér vi anvéande

flog) + f/(ar)(Tpp1 — 2x) =0

fran (637). Tillsammans med (G.40) och begrinsningen (6.39) ger detta

MK(Ik_H — xk)Q,

N | =

(6.46) |Th1 — 2] < M|f(zp1a)] = %M|f”(32)|(3€k+1 —ap)? <

vilket &r (G4T]). Linjdrisering med felterm ger &ven

1
(6.47) (@) = f(xx) + f(2) (@ — 21) + 5f”(<93)(f —ai)?,
dér sz ér en punkt mellan xj och Z, och dér f(Z) = 0 sa att

fe) 1),
(64 = P T2 e T

Enligt (€31) har vi

(649) ff/((ii)) = _(Ik‘i‘l - .ﬁk),

sa att

(6.50) T — T = _($k+1 — wk) + %?/((;:)) (xk — j)Q,
vilket leder till

(6.51) Thtl1 — T = %;/(SZ; (xp — j)2

och sedan

(6.52) Test — 3| = %||~;,((;§))|| (op — 7)? < %MK(xk _ 52,

vilket ar (G.42). O
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Nar stoppar man?
Vi vill stoppa iterationen nér felet &r mindre &n en given tolerans:
(6.53) |z —z] < TOL.

Feluppskattningarna i satsen &r inte anvindbara eftersom vi inte vill anvinda de svarbestdmda
och grova begransningarna M och K. Men (G50) ger

1 f”(83

S ) g

~—

(:Ek *f)2a
sa att
_ 1 12
lzg — 2| < |zpsr — xp| + §MK|:ck —|°.

Om iterationen konvergerar sa dr den sista termen snart mycket mindre dn de andra termerna och
vi har

(6.54) |z — Z| & |Tpt1 — Tk
Stoppvilkoret

garanterar alltsa ([E53) approximativt. Det betyder att vi accepterar x; om #ndringen i nista
iteration &r mindre &n toleransen.

Algoritmen

Algoritmen &r mycket enkel.
while |h| > TOL
berdkna residualen: b= —f(z)
beréikna derivatan: a = f'(x)
beriikna &ndringen: h =b/a

uppdatera z: x=x+h

Derivatan beriknas lampligen numeriskt. Newtons metod dr ndmligen okénslig for fel i derivatan.
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