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Talsystem

e Naturliga tal
N=/{1,2,3,4,..}

e Heltal
Z=A.. —-4,-3,-2,—-1,0,1,2,3,4, ..}

e Rationella tal

m : m,n €L, n# O} (symbolen € betyder “tillhor”)
n

4

)

Notera: NC Z C Q (symbolen C betyder “4r en delméngd av”)




De rationella talen kan i sin tur utvidgas: NCZ CQCR

e Reella tal

Varje reellt tal motsvarar en punkt pa tallinjen.

R :

—2 0 V2 I ox

Reella tal kan skrivas pa decimalform:

| & = —0.272727.. =02
& —— = —0.250000... 11
4 & /2 = 1.4142135623...

4 _
& 3 = 1:33333... = 1.3 & 7 = 3.1415926535...

& 9 =9.00000... 3




Irrationella tal ar reella tal som inte ar rationella, d.v.s. som inte kan

skrivas som en kvot mellan tva heltal.

Exempel.

& /2 = 1.4142135623...

& ™ = 3.1415926535...
d ¢ = 2.7182818284...

Rationella tal har periodisk decimalutveckling.

Irrationella tal har icke-periodisk decimalutveckling.




Omvandla 0.27 = 0.272727... till brakform.

x = 0.272727...
100z = 27.272727...
99x = 27
27 9.3

rT=—=——"
9 9-11 11




Bevis for att /2 ar irrationellt. Vi genomfor ett s.k. motsdgelsebevis.

m
Vi antar motsatsen, d.v.s. att v/2 = —, déir m och n # 0 #r heltal.
n

Vi antar aven att vi forkortat bort gemensamma faktorer.

m2

Kvadrera bagge led: 2 = o) & m? =2n?

Men da dr m? ett jimnt tal, och dirmed &r dven m ett jimnt tal:
m = 2k, dar k ar ett heltal.

Vi far ddrmed: 4k? =2n? <& n? =2k?

Men da #r n? ett jamnt tal, och dirmed &r dven n ett jimnt tal.
Men d& har m och n den gemensamma faktorn 2, vilket motsager
vart antagande.

Antagandet att V2 ar rationellt maste dirmed vara felaktigt. O




Egenskaper hos de reella talen

De reella talens egenskaper kan delas in i tre kategorier.
1. Algebraiska egenskaper
2. Ordning

3. Fullstandighet




De algebraiska egenskaperna inkluderar:

a-+b
ab

(a+0b)+c
(ab)c

a(b+ c)

b+ a
ba

a+ (b+ c)
a(bc)

ab + ac

Kommutativa lagen for addition

Kommutativa lagen for multiplikation

Associativa lagen for addition

Associativa lagen for multiplikation

Distributiva lagen




Ur ovanstaende grundlaggande lagar foljer:

ac + ad + be + bd

a’ + 2ab + b? Forsta kvadreringsregeln
a’® — 2ab + b? Andra kvadreringsregeln

a® — b Konjugatregeln
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e De reella talen ar ordnade.

e Detta uttrycks med symbolerna:

< “mindre an”
“mindre an eller lika med”
“storre an”

“storre an eller lika med”
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Exempel.

$ 2<3
2> -1
o 3< -1
$ 2<3
S 2>2
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Vi far rdkna med olikheter pa foljande satt (analogt for < och >):

1. Addera samma, tal till bagge led.
FEzempel. & 2 <3

Addera 4
6 <7
2. Subtrahera samma tal fran bagge led.
FEzempel. & 8>3
Subtrahera 1
7> 2
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3. Multiplicera/dividera béagge led med ett positivt tal.
Exempel. & 2 <3 & 2 <3

Multiplicera med 2 Dividera med 2

3
4 <6 1 < =
2

4. Multiplicera/dividera bagge led med ett negativt tal,

om vi (OBS!) vdnder pd olikheten.
FEzempel. & 2<3 & 2 <3

Multiplicera med —2 Dividera med —2

3
—4> -6 —1>—=
2
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De reella talens fullstindighet innebar geometriskt att tallinjen
“saknar hal”. Varje punkt pé tallinjen motsvarar ett reellt tal. Vi

aterkommer langre fram i kursen till denna egenskap.
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Intervall

Intervall kan beskrivas med hjalp av olikheter.

X

o —O—0—
1 2 3 4

oppet intervall
slutet intervall

halvoppet intervall
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Intervall kan ocksé vara oandliga:
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Att l0osa olikheter

e Riknereglerna kan anviandas for att l0sa olikheter.

Exempel. Los olikheten 7 — 2x < x + 4.

Subtrahera x fran bagge led: 7T—3x <4
Subtrahera 7 fran bdgge led: —3zr < -3

Dividera bagge led med —3: x>1

svar: Losningsmangden &r intervallet [1, 00)
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Absolutbelopp

e Avstandet pa tallinjen fran ett tal = till O betecknas |z| och kallas

absolutbeloppet av x.

[5]=5

Exempel.

e Algebraisk definition:

r om x>0
|z| =
—x om x<0

Fxempel. & 5| =5 eftersom 5 >0
& |—3=—-(-3)=3 eftersom —-3<0
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e Mer generellt sa ar |x — y| avstandet mellan x och y.

|z —y|
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Egenskaper hos absolutbelopp.
—al = [af

ab| = |a| |b] och ‘%‘ :%

a+b| <|a|+1|b] (triangelolikheten)

Beuvis av 3.

Eftersom |a|? = a? och +a < |al fas:

la £ b|? = (a & b)? = a® £ 2ab + b?
< lal* + 2[a] [b] + [b]* = (la| + [b])

Dra roten ur bagge led.
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Ekvationer och olikheter med absolutbelopp

FEzxzempel. Los olikheten |x| < 5.

Kom ihég: || &r avstandet mellan 0 och = pa tallinjen.

PanY 1 1 1 1

—H<xr<H

svar: Losningsméangden &ar intervallet (—5,5)
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FExempel. Los olikheten |z| > 3.

1 1 . ]
-5 —4 -3 -2 -1

r < —3eller x > 3

svar: Losningsméangden ar unionen av tva intervall: (—oo, —3] U [3, 00)

e Jamfor med den dubbla olikheten —5 < x < 5 pa forra sidan, som
betyder x > —5 och x < 5.
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Ezxempel. Los olikheten |2x — 3| > 1.

20 — 3 < —1 eller
2x < 2 eller

r <1 eller

svar: (—oo, 1) U (2, 00)

Alternativ 10sning:

20 -3|>1 < 2z—15>1 < |z—15>05

Avstandet fran x till 1.5 skall alltsa vara storre an 0.5:

r<15—-0.5 eller r>1.5+0.5
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