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Idag:

Adams/Essex. Calculus: A Complete Course.
P.4 Functions and Their Graphs

P.5 Combining Functions to Make New Functions
e Funktionsbegreppet
e Graf till funktion
Symmetrier och spegling
Addition, subtraktion, multiplikation och division av funktioner
Sammansattning av funktioner

Styckvis definierade funktioner




Funktionsbegreppet

e En funktion f ar en regel, som pa ett vilbestamt och entydigt

sitt gor om objekt (“input”) till nya objekt (“output”).

For varje tillatet “input” x skall genereras precis ett “output”

(funktionsvdrde) f(x).

Mangden av samtliga tillatna “input”, kallas funktionens

definitionsmdngd (eng.: domain) och betecknas D(f).

Mangden av samtliga funktionsviarden, kallas funktionens

virdemdngd (eng.: range) och betecknas V(f) (eng.: R(f)).

Vi kommer oftast att betrakta funktioner, dar bade

definitionsmangden och virdemangden dr mangder av reella tal.




Exempel. Lat funktionen f vara regeln “kvadrera input och addera
darefter 4”7, definierad for alla reella tal: D(f) = R

Notera. V(f)=[4,0)




e Om ingen definitionsmangd ar specificerad, tar vi storsta mojliga

mangd sadan att funktionsvirdena ar reella tal.

Ezxenpel. Med f(z) =+/z, sd ar D(f) = [0, oo) och V(f) = [0, o).

1
Fzxenpel. Med g(z) = 3 sa ar D(g) = (—o0,3) U (3, o) och

x_

V(g) = (—o0,0) U (0, o0).




Graf till funktion

e Grafen till en funktion f, 4&r samma sak som grafen till

ekvationen y = f(x).

e Grafen bestar av de punkter (x,y), vars koordinater ar par av

input-outputvarden till f.

e Detta innebir att € D(f) och att y = f(x).

e x kallas oberoende variabel, och y kallas beroende variabel.




Exempel. Grafen till f(x) = 2°.

-2 -1 0

Kommentar. Vid grafritning for hand, gor en vardetabell.




Grafen till f(x) = l
x




Fxempel. Graferna till f(x) = y/x och g(x) =z —3 — 1.

Notera. Grafen for g tas genom att flytta grafen for f, tre steg at
héger och ett steg nedat. Detta gors genom att i ekvationen y = /x
byta x mot x — 3, och y mot y + 1.




Symmetrier och spegling

e Spegling av en graf i en rét linje (i planet), kan (t.ex.) goras pa

foljande satt:

1.

2
3
4.
D

Spegling i y-axeln: Byt x mot —x i grafens ekvation.

. Spegling i x-axeln: Byt y mot —y i grafens ekvation.

. Spegling i linjen x = a/2: Byt x mot a — x i grafens ekvation.

Spegling i linjen y = b/2: Byt y mot b — y i grafens ekvation.

. Spegling i linjen y = x: Byt plats pa x och y i grafens

ekvation.
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Exempel. (Spegling i y-axeln.) Graferna till y = /2 — 1 och
y=+—x — L.

~5 —4 -3 —2 -1
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Exempel. (Spegling i linjen y = 1.) Graferna till y = 2° och

2

2—y=1° & y=2-—2°%

2

2—y=a° & y=2—a°
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Exempel. (Spegling i linjen y = x.) Graferna till y = 2 och
r=1y* & y=17.

T = 1°
Notera. Grafen till ekvationen x = y? ir ingen funktionsgraf. Det

finns for x > 0 tvd olika y-varden.
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e En funktion f kallas jimn om f(—z) = f(x) for alla x € D(f).

e Grafen till en jamn funktion ar darmed spegelsymmetrisk m.a.p.

y-axeln.

Ezempel. f(x) = z°

Notera: f(—z) = f(z) for alla x

(~2)? =a?
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En funktion f kallas udda om f(—z) = —f(x) for alla x € D(f).

For en udda funktion géiller att om punkten (z,y) ligger pa
grafen, sa ligger dven punkten (—z, —y) pa denna.

Grafen forblir oférandrad vid rotation 180° kring origo.
Detta kallas symmetri m.a.p. origo.

Grafen till en udda funktion gar alltid genom origo (om

funktionen ar definierad i z = 0).
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Exempel. f(z) = 23

Notera: f(—x) = —f(«x) for alla x

(~o)? = —a

e Notera. De flesta funktioner ar varken udda eller jamna.

16



Addition, subtraktion, multiplikation och division
av funktioner

e Funktioner kan adderas, subtraheras, multipliceras och divideras.

e Om f och g dr funktioner, definierar vi for alla z € D(f) N D(g)
(dér symbolen N betyder snittet mellan definitionsméngderna,
vilket innebér att = skall tillhéra bade D(f) och D(g)):
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FExempel. Lat f(x) = +/x och g(x) =2 —x. D4 ar D(f) = [0, >0)
och D(g) = (—o0, 2].

For: (f+9)(@) = f(2)+g(z) = yZ+V2I—7 , fis D(f +g) = [0,2].

, fas D(i) = [0, 2).

9
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Sammansattning av funktioner

e En sammansatt funktion f o g(x) = f(g(x)) bildas genom att
anvanda “output” frdn g som “input” till f.

e For att x skall tillhéra D(f o g) kravs tva saker:
1. z € D(g)

2. g(x) € D(f)

g(x)

>

g kallas inre tunktion.

f kallas yttre funktion.
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Fxempel. Med f(x) =+/x och g(z) =x — 1 fas:

fog(@) = flg(x)) = fx—1) = Va—1, dirD(fog)=[L o).

9(\/T) = T —1, dir D(go f) = [0, ).

Notera. fog#gof (i allminhet)
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Styckvis definierade funktioner

e En och samma funktion kan beskrivas med hjalp av olika

formeluttryck i olika delar av sin definitionsméangd.

—x, x <0
T, x >0

Fxempel. Absolutbeloppsfunktionen: |z| =
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FExempel. Heavisides funktion (stegfunktionen)

0, x <0
1, x>0

H(x) =
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Exempel. Signumfunktionen (teckenfunktionen)

y

—1, x <0
odef., x=20
1, x>0
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Fxempel. Heltalsgolvfunktionen |z |, definieras som det storsta

heltal som ar mindre an eller lika med z.
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Exempel.
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