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Idag:Adams/Essex. Cal
ulus: A Complete Course.P.7 The Trigonometri
 Fun
tions
• Vinkelmåttet radianer
• Sinus, 
osinus o
h tangens. De�nitioner.
• Trigonometriska funktioner o
h deras grafer
• Trigonometriska identiteter
• Triangelsolvering. Sinus- o
h 
osinussatserna.
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Vinkelmåttet radianer

• Vi kan mäta vinklar i grader o
h radianer.

1 varv = 360◦ = 2π radianer

• I en 
irkel med radie 1 kommer en vinkel t radianer, med spets i
irkelns medelpunkt, att skära ut en 
irkelbåge med längd t.

t
1

1

t

Omkrets = 2π

Vinkel Båglängd

1 radian 1

2 radianer 2

t radianer t

2π radianer 2π
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• För att omvandla mellan grader o
h radianer kan vi utnyttja:

360◦ = 2π radianer

1◦ =
2π

360

radianer = π

180

radianer

1 radian =
360◦

2π
=

180◦

π
(≈ 57.3◦)

Exempel. Omvandla från grader till radianer.
60◦ = 60 · 1◦ = 60 · π

180

radianer = π

3

radianer

Exempel. Omvandla från radianer till grader.
7π

6

radianer = 7π

6
· 1 radian =

7π

6
· 180

◦

π
= 210◦
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De�nition av sinus, 
osinus o
h tangens.Spetsiga vinklar
• Betrakta en rätvinklig triangel:

b

ac

A C

B

Vi de�nierar:

sinA =

motstående katethypotenusa =
a

c

cosA =

närliggande katethypotenusa =
b

c

tanA =

motstående katetnärliggande katet =
a

b
=

sinA

cosA

• Analogt:

sinB = b/c, cosB = a/c, tanB = b/a = sinB/ cosB
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• A o
h B är komplementvinklar, det vill säga deras summa är 90◦:

A+ B = 180◦ − C = 180◦ − 90◦ = 90◦ ⇔ B = 90◦ −A

• Alltså:
sin(

B
︷ ︸︸ ︷

90◦ −A) = cosA

cos(90◦ −A) = sinA

tan(90◦ − A) = cotA =
cosA

sinA
=

1

tanA

• Lite etymologi:
osinus = sinus för komplementvinkeln
otangens = tangens för komplementvinkeln
6



• Sekant o
h 
osekant:
secA =

1

cosA

cscA =
1

sinA
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Exempel. Halv kvadrat. (45◦ =
π

4

)
1

1

11
45◦ d

Pythagoras sats:

12 + 12 = d2 ⇔ d =
√
2

sin 45◦ = cos 45◦ =
1√
2

tan 45◦ = 1
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Exempel. Halv liksidig triangel. (60◦ =
π

3
, 30◦ =

π

6

)

1 1

22

60◦

30◦

h

Pythagoras sats:

12 + h2 = 22 ⇔ h =
√
3

sin 60◦ = cos 30◦ =

√
3

2

cos 60◦ = sin 30◦ =
1

2

tan 60◦ =
√
3

tan 30◦ =
1√
3
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Godty
kliga vinklar

• Betrakta enhets
irkeln med radie 1 o
h medelpunkt i origo:

1−1

1

−1

x

y

t

Pt = (x, y)

O

1

1:a kvadr.2:a kvadr.
3:e kvadr. 4:e kvadr.

Låt Pt = (x, y) vara en punktpå 
irkeln, o
h låt t vara vinkelnmellan positiva x-axeln o
h OP .

• Vi de�nierar: cos t = x Notera: −1 ≤ cos t ≤ 1

sin t = y −1 ≤ sin t ≤ 1

tan t =
y

x
=

sin t

cos t10



Te
kentabell.
t 0

◦ 1:a kv. 90
◦ 2:a kv. 180

◦ 3:e kv. 270
◦ 4:e kv. 360

◦

0
π

2
π

3π

2
2π

sin t 0 + 1 + 0 − −1 − 0

cos t 1 + 0 − −1 − 0 + 1

tan t 0 + odef. − 0 + odef. − 0
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• För en punkt P = (x, y) på en 
irkel med radie r =
√

x2 + y2 fås:

1−1

1

−1

r−r

r

−r

x

y

t

Pt = (cos t, sin t)

P = (x, y)

O

x = r cos t

y = r sin tAlltså:

cos t =
x

r

sin t =
y

r

tan t =
sin t

cos t
=

y

x
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• Detta sammanfaller med vår tidigare de�nition av sinus, 
osinus,o
h tangens för spetsiga vinklar (mellan 0◦ o
h 90◦):

r−r

r

−r

x

y

t

P = (x, y)

O
︸ ︷︷ ︸

x

︸
︷
︷

︸

yr
cos t =

x

r

sin t =
y

r

tan t =
y

x
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1−1

1

−1

x

y

t

−t

t 1
8
0
◦ −

t

(−x, y) (x, y)

(x,−y)

Symmetrier

sin(180◦ − t) = sin t

cos(180◦ − t) = − cos t

sin(−t) = − sin t (udda)

cos(−t) = cos t (jämn)

Exempel.

♣ sin(150◦) = sin(30◦) = 1

2

♣ cos(150◦) = − cos(30◦) = −
√
3

2

♣ sin(−45◦) = − sin(45◦) = − 1√
2

♣ cos(−45◦) = cos(45◦) = 1√
214



Symmetrier (forts.)
sin(180◦ + t) = − sin t (ett halvt varv)

cos(180◦ + t) = − cos t

sin(90◦ − t) = cos t (spegling i linjen y = x)

cos(90◦ − t) = sin t
15



Periodi
itet
• Adderar vi ett helt antal varv kommer vi tillbaka till sammapunkt:

sin(t+ n · 360◦) = sin t (n heltal)

cos(t+ n · 360◦) = cos tExempel.

♣ sin(790◦) = sin(70◦ + 720◦) = sin(70◦ + 2 · 360◦) = sin(70◦)
16



• För tangens gäller:

tan(t+ n · 180◦) = tan t (n heltal)

1−1

1

−1

x

y

tt+ 180◦

(x, y)

(−x,−y)

tan(t+ 180◦) =
sin(t+ 180◦)

cos(t+ 180◦)

=
− sin t

− cos t
= tan t

Exempel.

♣ tan( 5π
4
) = tan(π

4
+ π) = tan(π

4
) = 117



Trigonometriska funktioner o
h deras grafer

• Vi börjar med att rita graferna till y = sinx o
h y = cosx.

• Funktionerna är periodiska med period 360◦:

sin(x+ n · 360◦) = sin(x) (n heltal)

cos(x+ n · 360◦) = cos(x)

• Sinus är udda:
sin(−x) = − sin(x)

• Cosinus är jämn:

cos(−x) = cos(x)

• Det rä
ker därför att göra en värdetabell för 0◦ ≤ x ≤ 180◦.18



Värdetabell:
x 0◦ 30◦ 60◦ 90◦ 120◦ 150◦ 180◦

sinx 0 1

2

√
3

2
1

√
3

2

1

2
0

cosx 1
√
3

2

1

2
0 − 1

2
−

√
3

2
−1

︸︷︷︸

≈ 0.87

Kom ihåg: sin(180◦ − x) = sin(x)

cos(180◦ − x) = − cos(x)
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x

y

1

−1

−360
◦

−180
◦

−90
◦

30
◦

90
◦

180
◦

360
◦

y = sinx

x

y

1

−1

−360
◦

−180
◦

−90
◦

30
◦

90
◦

180
◦

360
◦

y = cosx
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• Vi ritar nu grafen till y = tanx.

• Tangens är periodisk med period 180◦:

tan(x+ n · 180◦) = tan(x) (n heltal)

• Tangens är udda:
tan(−x) =

sin(−x)

cos(−x)
=

− sin(x)

cos(x)
= − tan(x)

• Det rä
ker därför att göra en värdetabell för 0◦ ≤ x < 90◦.
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Värdetabell:
x 0◦ 30◦ 45◦ 60◦ 90◦

sinx 0 1

2

1√
2

√
3

2
1

cosx 1
√
3

2

1√
2

1

2
0

tanx 0 1√
3

1
√
3 odef.

︸︷︷︸

≈ 0.58

︸︷︷︸

≈ 1.73

Notera: tanx =
sinx

cosx

närmar sig +∞, då x närmar sig 90◦
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x

y

1

−1

2

−2

−360
◦

−270
◦

−180
◦

−90
◦

30
◦

90
◦

180
◦

270
◦

360
◦

y = tanx
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• Vi betraktar nu funktioner på formen:

y = A sin(kx)

y = A cos(kx)där A > 0 kallas amplitud, o
h k > 0 kallas vinkelfrekvens.

• Funktionsvärdena varierar mellan +A o
h −A.

• En 
ykel genomlöps då
0◦ ≤ kx ≤ 360◦, d.v.s.
0◦ ≤ x ≤ 360◦

k

• Perioden blir alltså 360◦

k

.
24



Exempel. y = 3 sin(2x)

x

y

3

−3

90
◦

180
◦

270
◦

360
◦

Notera: Perioden =
360◦

2
= 180◦

2 hela 
ykler genomlöps då x ökar med 360◦.
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• För y = tan(kx) blir perioden 180◦

k

, o
h k hela 
ykler genomlöpsdå x ökar med 180◦.Exempel. y = tan(3x)

x

y

−90
◦

−60
◦

−30
◦

30
◦

60
◦

90
◦
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Trigonometriska identiteter

• De�nitionerna av sin t o
h cos t, samt Pythagoras sats, ger:

1−1

1

−1

x

y

t

Pt = (cos t, sin t)

O
︸ ︷︷ ︸

cos t
︸

︷
︷

︸

sin t1 Trigonometriska ettan:

sin2 t+ cos2 t = 1OBS: (sin t)2 skrivs sin2 t
• Notera att trigonometriska ettan gäller för alla vinklar t. Ensådan likhet kallas för en identitet.
• Vi visar nu några �er identiteter.27



Additions- o
h subtraktionsformler

• Additionsformler för sinus o
h 
osinus:

sin(s+ t) = sin s cos t+ cos s sin t

cos(s+ t) = cos s cos t− sin s sin t

• Subtraktionsformler för sinus o
h 
osinus:
sin(s− t) = sin s cos t− cos s sin t

cos(s− t) = cos s cos t+ sin s sin t
28



Bevis av subtraktionsformeln för 
osinus

s− t

s

t

x

y

x2 + y2 = 1
O A=(1,0)

Ps−t = (cos(s− t), sin(s− t))

Pt = (cos t, sin t)
Ps = (cos s, sin s)

PsPt = Ps−tA
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Avståndsformeln ger:
(PsPt)

2 = (Ps−tA)
2

(cos s− cos t)2 + (sin s− sin t)2 = (cos(s− t)− 1)2 + sin2(s− t)

cos2 s− 2 cos s cos t+ cos2 t+ sin2 s− 2 sin s sin t+ sin2 t

= cos2(s− t)− 2 cos(s− t) + 1 + sin2(s− t)

cos(s− t) = cos s cos t+ sin s sin t

2

30



Additionsformeln för 
osinus följer, genom att utnyttja att sinus ärudda o
h 
osinus jämn:
cos(s+ t) = cos(s− (−t))

= cos s cos(−t) + sin s sin(−t)

= cos s cos t− sin s sin tAdditionsformeln för sinus följer ut formlerna sin(90◦ − t) = cos t o
h

cos(90◦ − t) = sin t för komplementvinklar:
sin(s+ t) = cos(90◦ − (s+ t)) = cos((90◦ − s)− t)

= cos(90◦ − s) cos t+ sin(90◦ − s) sin t

= sin s cos t+ cos s sin tSubtraktionsformeln för sinus följer, analogt med ovan, urudda/jämnegenskaperna hos sinus o
h 
osinus. 231



Formler för dubbla vinkeln

• Sätt s = t i additionsformlerna, ger formler för dubbla vinkeln:

sin(2t) = 2 sin t cos t

cos(2t) = cos2 t
︸ ︷︷ ︸

1−sin2 t

− sin2 t
︸ ︷︷ ︸

1−cos2 t

• Använder vi trigonometriska ettan, cos2 t+ sin2 t = 1, kanformeln för dubbla vinkeln för 
osinus skrivas om:

cos(2t) = 1− 2 sin2 t = 2 cos2 t− 1vilket ger:

sin2 t =
1− cos(2t)

2
cos2 t =

1 + cos(2t)

2
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Exempel. ♣ Visa additionsformeln för tangens:

tan(s+ t) =
tan s+ tan t

1− tan s tan tBevis: V.L. = sin(s+ t)

cos(s+ t)
=

sin s cos t+ cos s sin t

cos s cos t− sin s sin t

= (dividera täljare o
h nämnare med cos s cos t)

=

sin s

cos s
+

sin t

cos t

1− sin s sin t

cos s cos t

=
tan s+ tan t

1− tan s tan t
= H.L.
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Exempel. ♣ Visa att: cos(3t) = 4 cos3 t− 3 cos tBevis:
V.L. = cos(2t+ t) = cos(2t) cos t−

2 sin t cos t
︷ ︸︸ ︷

sin(2t) sin t

= (2 cos2 t− 1) cos t− 2 sin2 t cos t

= (2 cos2 t− 1) cos t− 2(1− cos2 t) cos t

= 2 cos3 t− cos t− 2 cos t+ 2 cos3 t

= 4 cos3 t− 3 cos t = H.L.
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Triangelsolvering
• Att solvera en triangel innebär att bestämma vissa storheter(vinklar, sidor) i en triangel, som är given med hjälp av ett antalandra storheter.
• För rätvinkliga trianglar kan de�nitionen av sinus, 
osinus o
htangens för spetsiga vinklar, samt Pythagoras sats, användas.

• För allmänna trianglar kan sinus- o
h 
osinussatsen användas.
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Exempel. Triangeln ∆ABC har en rät vinkel vid C, B = 50◦ o
h

BC = 5 
m. Beräkna resterande sidor o
h vinklar i triangeln.

5 
m
A C

B

50◦

A = 180◦ −
50

◦

︷︸︸︷

B −
90

◦

︷︸︸︷

C = 40◦

tanB =
AC

BC

AC = BC · tanB
= 5 · tan 50◦ ≈ 5.96 
m

AB =
√

(AC)2 + (BC)2 ≈ 7.78 
m
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SinussatsenFormulering
b

a

c

B

A

C

sinA

a
=

sinB

b
=

sinC

celler

a

sinA
=

b

sinB
=

c

sinC

• Sinussatsen kan användas för att bestämma resterande sidor o
hvinklar i allmänna trianglar, i följande fall:1. En sida, två vinklar kända.2. Två sidor, en (ej mellanliggande) vinkel kända.OBS! Kan ge två fall. 37



CosinussatsenFormulering
b

a

c

B

A

C

a2 = b2 + c2 − 2bc cosA

b2 = a2 + c2 − 2ac cosB

c2 = a2 + b2 − 2ab cosC

• Cosinussatsen kan användas för att bestämma okända sidor o
hvinklar i allmänna trianglar, i följande fall:1. Tre sidor kända.2. Två sidor o
h mellanliggande vinkel kända.38


