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Idag:

Adams/Essex. Calculus: A Complete Course.

P.7 The Trigonometric Functions
e Vinkelmattet radianer
e Sinus, cosinus och tangens. Definitioner.
e Trigonometriska funktioner och deras grafer
Trigonometriska identiteter

Triangelsolvering. Sinus- och cosinussatserna.




Vinkelmattet radianer

e Vi kan mata vinklar i grader och radianer.

1 varv = 360° = 27 radianer

e I en cirkel med radie 1 kommer en vinkel ¢ radianer, med spets i

cirkelns medelpunkt, att skara ut en cirkelbage med langd t.

Vinkel | Baglangd

1 radian
2 radianer

t radianer

Omkrets = 27 27 radianer




e For att omvandla mellan grader och radianer kan vi utnyttja:

360° = 27 radianer

2
1° = % radianer = % radianer

360°  180°

27T s

(~ 57.3°)

1 radian =

Ezempel. Omvandla fran grader till radianer.

60° = 60 - 1° = 60 - —— radianer = — radianer
180 3

Ezxempel. Omvandla fradn radianer till grader.

m radianer = . 1 radian = m 1807 210°
6 6 s




Definition av sinus, cosinus och tangens.
Spetsiga vinklar

e Betrakta en ratvinklig triangel:

Vi definierar:

, motstaende katet
sin A = —
hypotenusa

narliggande katet
cos A =

hypotenusa,

motstaende katet a sin A

tan A =

nirliggande katet b  cos A

e Analogt:
sinB=0b/c, cosB=a/c, tanB =b/a =sin B/cosB




e A och B ar komplementvinklar, det vill siga deras summa ar 90°:

A+B=180°—-C=180°—-90°=90° < DB =90°—-A

o Alltsa:

B
/_M
sin(90° — A) = cos A

cos(90° — A) =sin A

COSA_ 1
sinA tan A

tan(90° — A) = cot A =

e Lite etymologi:
cosinus = sinus for komplementvinkeln

cotangens = tangens for komplementvinkeln




e Sekant och cosekant:




Ezempel. Halv kvadrat. (45° =

Pythagoras sats:
12412=d?2 & d=+2

1
sin 45° = cos45° = —

tan45° =1




Fxempel. Halv liksidig triangel.  (60° = g,

Pythagoras sats:
12 + h2 — 22

sin 60° = cos 30° = 5

1
cos 60° = sin 30° = 5

tan 60° = /3

S 1
tan 307 = —

V3




Godtyckliga vinklar

e Betrakta enhetscirkeln med radie 1 och medelpunkt i origo:

2:a kvadr. Y, 1:a kvadr.
1

Lat P, = (x,y) vara en punkt

T pa cirkeln, och 1at ¢ vara vinkeln
mellan positiva z-axeln och OP.

B
W

3:e kvadr. 4:e kvadr.

e Vi definierar: cost =x Notera: —1 <cost <1

sint =y —1<sint<1

y  sint
tant = = =
X cost
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Teckentabell.
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e For en punkt P = (z,y) pa en cirkel med radie r = /2?2 + y? fas:

r =1cost
y =rsint
P=(x y

P; = (cost, s

‘”\

Alltsa:
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e Detta sammanfaller med var tidigare definition av sinus, cosinus,

och tangens for spetsiga vinklar (mellan 0° och 90°):

Y
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Symmetrier

sin(180° — t) = sint
cos(180° —t) = — cost

sin(—t) = —sint (udda)
cos(—t) = cost (jadmn)

Exempel.
& sin(150°) = sin(30°) = =
& cos(150°) = — cos(30°)
& sin(—45°) = —sin(45°)
& cos(—45°) = cos(45°) =




Symmetrier (forts.)

sin(180° 4 t) = —sint
cos(180° 4+ t) = — cost

sin(90° — t) = cost
cos(90° —t) = sint

(ett halvt varv)

(spegling i linjen y = x)
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Periodicitet

e Adderar vi ett helt antal varv kommer vi tillbaka till samma

punkt:

sin(t + n - 360°) = sin t (n heltal)

cos(t +n - 360°) = cost

Exempel.
& sin(790°) = sin(70° + 720°) = sin(70° + 2 - 360°) = sin(70°)
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e For tangens galler:

tan(t +

Y
1

n - 180°) = tant

3

Exempel.

5
& tan(2f

(n heltal)

tan(t + 180°) =

) =tan(§ +7m) =tan(§) =1

17

sin(t + 180°)

cos(t + 180°)

—sint
— tant
—cost




Trigonometriska funktioner och deras grafer

e Vi borjar med att rita graferna till y = sinx och y = cos x.

e Funktionerna ar periodiska med period 360°:

sin(x + n - 360°) = sin(x) (n heltal)
cos(z +n - 360°) = cos(x)

Sinus ar udda:

sin(—x) = — sin(x)
Cosinus ar jamn:

cos(—x) = cos(x)

Det racker darfor att gora en viardetabell for 0° < o < 180°.
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Viardetabell:

0° 30° 60° 120°  150° 180°

Kom ihag: sin(180° — x) = sin(x)

cos(180° — x) = — cos(x)
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90°
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Vi ritar nu grafen till y = tan .
Tangens ar periodisk med period 180°:

tan(x + n - 180°) = tan(x) (n heltal)

Tangens ar udda:

sin(—z)  —sin(x)

tan(—x) = = — tan(x)

cos(—z)  cos(x)

Det racker darfor att gora en vardetabell for 0° < z < 90°.
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Viardetabell:

60°  90°

v3

0

Notera;:

tanx =

2
1
2
V3 odef.

—~—
~1.73

narmar sig -+ oo,

22

da x narmar sig 90°
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Vi betraktar nu funktioner pa formen:

y = Asin(kx)
y = Acos(kx)

dar A > 0 kallas amplitud, och k > 0 kallas vinkelfrekvens.
Funktionsvardena varierar mellan +A och —A.
En cykel genomlops dé

0° < kx < 360°, d.v.s.

360°

0° <
S 2

Perioden blir alltsa 300

24



Exempel. y = 3sin(2x)

=3

Notera: Perioden =

2 hela cykler genomlops d& x okar med 360°.
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180°

L och k hela cykler genomlops

e For y = tan(kx) blir perioden
da x okar med 180°.

Exempel. y = tan(3x)
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Trigonometriska identiteter

e Definitionerna av sint och cost, samt Pythagoras sats, ger:
Yy
= (cost,sint)

Trigonometriska ettan:

sin’ ¢ + cos’t =1

OBS: (sint)? skrivs sin® ¢

e Notera att trigonometriska ettan giller for alla vinklar ¢. En
sadan likhet kallas for en identitet.

e Vi visar nu nagra fler identiteter.
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Additions- och subtraktionsformler

o Additionsformler for sinus och cosinus:

sin(s +t) =sinscost 4 cos ssint

cos(s +t) = cosscost —sinssint

o Subtraktionsformler for sinus och cosinus:

sin(s —t) =sinscost — cos ssint

cos(s —t) = cosscost + sin ssint
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Bevis av subtraktionsformeln for cosinus

PSPt:Ps—tA

P; = (cost,sint)

P;_; = (cos(s —t),sin(s — t))
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Avstandsformeln ger:

(PsPt)2 — (Ps—tA)2

(coss — cost)? + (sins — sint)? = (cos(s — t) — 1)? + sin(s — t)

2

cos“ s —2cosscost + COS2 t+ sin2

s —2sinssint + sin? ¢

= cos®(s —t) — 2cos(s —t) + 1 +sin*(s — t)

cos(s —t) = cosscost + sinssint
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Additionsformeln fér cosinus foljer, genom att utnyttja att sinus &r

udda och cosinus jamn:
cos(s +t) = cos(s — (—t))
= cos s cos(—t) + sin s sin(—t)

— Ccosscost —sinssint

Additionsformeln f6r sinus foljer ut formlerna sin(90° — ¢) = cost och

cos(90° — t) = sint for komplementvinklar:

sin(s +t) = cos(90° — (s +t)) = cos((90° — s) — 1)
= co0s(90° — s) cost + sin(90° — s) sint

— sSinscost + cosssint

Subtraktionsformeln {or sinus foljer, analogt med ovan, ur

udda/jamnegenskaperna hos sinus och cosinus.

31



Formler for dubbla vinkeln

e Siatt s =t i additionsformlerna, ger formler for dubbla vinkeln:

sin(2t) = 2sintcost

cos(2t) = cos®t — sin’t

1—sin?t 1—cos2?t

e Anvinder vi trigonometriska ettan, cos?t + sin’¢ = 1, kan

formeln for dubbla vinkeln for cosinus skrivas om:
cos(2t) =1 —2sin*t = 2cos®t — 1

vilket ger:

1 — 2t 1 2t
C;)S( ) cos? f — + C;)S( )
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Ezxempel. & Visa additionsformeln fér tangens:

tans + tant
1 —tanstant

tan(s +t) =

Bevis:

sin(s +t) sinscost+ cosssint

cos(s +t) cosscost—sinssint

(dividera téljare och ndmnare med cos scost)

sin S n sint
tans + tant
COS S cost __ — HL.

sin ssint 1 —tanstant
CcOS scost

1 —
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Exempel. & Visa att: cos(3t) = 4cos®t — 3cost

Bevis:

2sintcost
—
V.L. = cos(2t + t) = cos(2t) cost — sin(2t) sin t

= (2cos®t — 1) cost — 2sin®tcost

= (2cos®t — 1) cost — 2(1 — cos® t) cost

:20083t—cost—2008t—|—2(3053t

— 4cos’t —3cost = H.L.
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Triangelsolvering

e Att solvera en triangel innebar att bestimma vissa storheter
(vinklar, sidor) i en triangel, som ar given med hjilp av ett antal

andra storheter.

e For ratvinkliga trianglar kan definitionen av sinus, cosinus och

tangens for spetsiga vinklar, samt Pythagoras sats, anvandas.

e For allmanna trianglar kan sinus- och cosinussatsen anvandas.
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FEzxempel. Triangeln AABC har en rat vinkel vid C', B = 50° och

BC = 5 cm. Beriakna resterande sidor och vinklar i triangeln.

50° 90°
=~ /=
A=180°— B — (C =40°

AC
tan B = ——
an BC

AC = BC -tan B
— 5 -tan b0° ~ 5.96 cm

AB = /(AC)2 + (BC)? ~ 7.78 cm
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Sinussatsen

Formulering

sinA_sinB_
a b

eller

a b B
sinA sinB sinC

e Sinussatsen kan anvandas for att bestamma resterande sidor och

vinklar i allmanna trianglar, i foljande fall:

1. En sida, tva vinklar kinda.

2. Tva sidor, en (ej mellanliggande) vinkel kinda.
OBS! Kan ge tva fall.
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Cosinussatsen

Formulering

a’ = b> 4+ c® — bccos A

b?> = a® 4+ ¢* — 2accos B

2 =a’+b%>—2abcosC

e (Cosinussatsen kan anvandas for att bestamma okanda sidor och

vinklar i allménna trianglar, i foljande fall:
1. Tre sidor kinda.

2. Tva sidor och mellanliggande vinkel kanda.
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