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Idag:

Adams/Essex. Calculus: A Complete Course.
10.3 The Cross Product in 3-Space
10.4 Planes and Lines

e Vektorprodukt

e Plan och linjer (avstand pa mandag)




Vektorprodukt (10.3)

o Vektorprodukten (kryssprodukten) u x v mellan tva vektorer u

och v i R3 ar den vektor som definieras:

(i): [u x v| = |ul |v|sin¥,
dir 6 ar vinkeln (0 < 6 < 7)
mellan u och v.

o Juxv| = [uf|v]sind iy e
(ii): u x v ar vinkelrdt mot

bade u och v, och har sam-

ma riktning som skruvrikt-
ningen hos en hogergangad
skruv, som skruvas kortaste

vagen fran u till v.




Kommentar. Vektorerna u, v, u X v tagna i denna ordning bildar

ett hogersystem. De ar riktade som tumme, pekfinger resp. langfinger

pd hoger hand.




Areatolkning av vektorproduktens langd

lu x v| = |u]| |v|sinf, dr arean (27") av den parallellogram som spénns

upp av u och v:

(areasatsen for trianglar)




Raknelagar for vektorprodukt

,uxu=0 (nollvektorn

L VX UuU=—-uxV (vektorprodukten dr antikommutativ

,uX (VW) =uXv+uxw (distributiv lag

(U V) XW=uXWH+VXW (distributiv lag

. (tu) x v=ux (tv) =t(u x v)

.us(uxv)=ve(uxv)=0

OBS! Vektorprodukten &r ej associativ. I allminhet ar
(uXxVv)XWwW#ux (vxw)




1., 2., 5. och 6. f6ljer direkt ur definitionen av vektorprodukt. Som

exempel:

lu X u| = |u||u|sin0 = 0,

lu x v|=|vxu|=]u||v|sinfd (langd lika)

u X v
A

~L7
(motsatt riktning)




Den distributiva lagen 3. kan visas genom att utnyttja egenskaper

hos den skaldra trippelprodukten, vilken vi skall definiera lite senare.

Den andra distributiva lagen 4. foljer ur den forsta:

(U+v)Xw=—-—wXx (u+v)

= —WXU—WXYV

=UuUXW-+VXW




For basvektorerna i, j och k galler:

ixi=jxj=kxk=0

T

ixj=k, jxi=-k ij| = if |j|sin 5 =1

Jxk=1 kxj=-i P4 samma sitt:

kxi=j, 1ixk=-j i jxkl=lkxi=1




Exempel. Ldtu=1iochv=1i+2j+k.

uxv=ix({+2j+k)=ixi+ix(2j)+ixk

0+2(ixj)—kxi

=2k —j
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FExempel. (Exercise 10.3 5) Berdkna en enhetsvektor som &r

vinkelrat mot vektorerna i + j och j + 2k.

(i+j) x ((+2k)=ixj+2ixk+2jxk

—k —2j+2i

Normera;:
1
V22 + (—2)% + 12

1
(21— 2§ + k) = 5 (2i — 2j + k)
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Vektorproduktens komponenter

e Exemplen kan generaliseras till godtyckliga vektorer

u = uii+ usj + usk och v =v1i + vyj + v3k.

e Riknelagarna for vektorprodukt ger:

u X v = (u1i+ uoj + usk) x (vii + vaj + vsk)

= (uguz — uzv2)i+ (ugvy — u1v3)j + (u1v9 — ugvy )k

e I'or att enklare kunna berakna vektorproduktens komponenter

introducerar vi nu begreppet determinant, vilket studeras

utforligt i kursen Linjar algebra (Ip 3).
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Determinant

e En determinant ar ett tal som beraknas enligt ett bestamt

uttryck vilket involverar elementen i en kvadratisk matris

(rektanguldrt schema av tal).

a a
o Fér en 2 x 2-matris - galler:

a2

= a11G22 — Q12021
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For en 3 x 3-matris géller (“utveckla langs rad 17):

= a11(a22a33 — a23a32) — a12(a21a33 — a23a31) + a13(a21a32 — a22a31)
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o Fxempel.

o Lxempel.

=0—-06+12=11
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Berakning av vektorprodukt med determinant

j k

Uz U3

V1 V2 U3

U2 U3 U1 Us
J T
U2 U3 v1 U3

A\ . 7 A\ . 7
Ve N/

U2V3 — U3V U103 — U3V U1UV2 — U2V

= (’LLQ’U3 — U3’U2)i + (U3’Ul — ’LL1’IJ3)j + (ulvg — ’LLQ’Ul)k
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Exempel. Lat u=2i—j+ 3k och v=—-i+43j— 2k.

= —Ti+j+5k
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Ezxzempel. Berakna arean av triangeln med horn i punkterna,
A=(1,3,-2), B=(3,2,1) och C = (0,6,—4).
C

A

B
AB = (3-1)i+(2-3)j+(1—(—2)k =2i —j+ 3k

AC = (0—1)i+(6—3)j+(—4—(—2))k = —i+3j—2k

\ \

AB||AC|sin® |AB x AC]
- _
| =Ti+j45k] V(-T2 +12452 V75

2 2 2

area, = = (enl. forra exemplet) =
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Volym av parallellepiped

Lat V vara volymen av den parallellepiped, som spanns upp av
vektorerna u, v och w. Om vinkeln 6 mellan u och v x w ar spetsig
(u, v, w ar ett hogersystem) fas:

V =Bh=|v xw||ulcosf =u-+ (v xXw)
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Om u, v, w ar ett vanstersystem, fas istallet:

V=us(wxv)=—-u-(vxw)

)i
2l

[ bagge fallen giller: V = |u- (v x w)]
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Volym av tetraeder

For en tetraeder som spanns upp av vektorerna u, v och w kan

volymen V' berdaknas analogt.

Exempel. (Exercise 10.3 14)

V_Bh_\vxw\ lujcosf®  u-(vxw)
32 3 6
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Skalar trippelprodukt

e Storheten u- (v x w) kallas den skaldra trippelprodukten mellan

vektorerna u, v och w.

e Om u-+ (v x w) =0 sa ar vektorerna u, v och w komplana, d.v.s.

de ligger (avsatta fran samma punkt) i ett plan.
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Den skalara trippelprodukten kan uttryckas med en determinant:

u = uii+ usj + usgk
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Plan, linjer och avstand (10.4)

En linje &r entydigt bestdmd om vi kiinner en punkt Py = (xo, Yo, 20)

pd lingen och en vektor v = ai + bj + ck riktad langs linjen.

. . r=xi+yj+zk
ro = Zol + YoJ + 2ok

O = (0,0,0)

Ortsvektorn r = @ for en godtycklig punkt P = (x, ¥, z) pa linjen

kan skrivas:

r=0P=0P,+ P,P=rg+1tv (vektorform)
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Parameterform: <

T — T
Standardform: 0
a
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Ezxempel. Vektorekvationen for linjen som gar genom punkten
Py = (2,1,3) med ortsvektor ryg = 2i 4+ j + 3k, och som &r parallell
med vektorn v = 4i — j + 5k, ar:

r=rg+tv=2i+j+ 3k +¢(4i — j+ 5k)
=2+4)i+(1-t)j+(3+5t)k

2+ 4t
1 —¢ Standardform:

3+ ot

T — 2

Varje varde pa parametern t ger oss ortsvektorn for en punkt pa

linjen. Som ett exempel ger t = 1 punkten P = (6,0, 8)
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Linje given av tva punkter

Om vi kdnner tva punkter A och B pa linjen, med ortsvektorer a och
b, kan vi valja v = b — a och far:

r=a+t(b—a)
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Ezxempel. Vektorekvationen for linjen genom punkterna
A=(-1,3,1) och B=(2,0,4) ar

r=a+t(b—a)=—i+3j+k+t(3i—3j+3k)
= (—1+3t)i+ (3—3)j+ (1+3t)k

—1+ 3t
3 — 3t Standardform:

r+1 y-—3
- -3

1+ 3¢
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Ett plan &r entydigt bestdmt om vi kiinner en punkt Py = (xo, Yo, 20)
i planet, och en normalvektor n = Ai+ Bj + Ck till planet. (En

normalvektor &r en vektor som ar vinkelrdt mot planet.)

For en godtycklig punkt P = (z,v, z) i planet, géiller att:

29



n-ﬁz@

n.(r—rg) =0 Planets ekv. pa vektorform

Alx —x9) + Bly —yo) + C(z —29) =0 Skalér form

Ar+ By+Cz=D Standardform
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Exempel. Med rog = 21+ 3j — k och n = 2i + j 4+ 2k blir planets

ekvation:

2 —2)+(y—3)+2(z+1)=0

20 +y+22=95
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Plan givet av tre punkter

Ett plan bestdms ocksé entydigt av tre punkter A, B och C' (som inte

ligger pa en rat linje). I detta fall kan en normalvektor berdknas med

hjalp av vektorprodukt.
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