TMV225/TMV176 Inledande matematik M+TD
DATOROVNING 5 — NUMERISK DERIVATA

Allméant. Dokumentera ditt arbete i ett pdf-dokument. Spara detta sa att du kan lisa pa infor
duggor och tentamen. Detta ger trining i att skriva matematik. Det &r viktigt i sig. Men du ska
se att skrivandet ocksa hjilper dig att lira matematik. Detta dr dnnu viktigare. Ndr man arbetar
med att forbéttra resonemanget och texten 6kar man samtidigt forstaelsen.

Datorévningarna examineras endast vid duggor (2-3) samt vid tentamen. Detta sker genom ett
flertal fragor av typen: “Hur gjorde du det och det i MATLAB i Datorévning 37" “Skissa den graf
som du gjorde da.” “Vad ar syftet med denna berdkning?”

Datordvningarna r alltsa inga vanliga “laborationer” som man gor och redovisar i datorsal. Det
ar material som du jobbar med, dokumenterar och lidr in, pa Chalmers och hemma. Samarbete
uppmuntras, men detta &r inget grupparbete. Varje student maste gora sina egna datorprogram
och sina egna dokument.

Spara alla filer och textdokument i en separat filkatalog for varje 6vning. Om ni sitter tva vid
samma dator under den schemalagda datordvningstiden, tink pa att ni bada sparar filerna i er
egen filkatalog sa att ni kan lidsa pa infér duggor och tentamen, dar material fran datorévningarna
kommer att utgéra en visentlig del.

Mal.
Berikna derivata numeriskt med differenskvot.

Litteratur. BM 6.1, Adams 4.7 (flyttal) (ej med i 6e uppl), 4.9 (4.7, 6e uppl)

Instruktioner. Skapa en ny filkatalog (“directory”) studio-5 for denna évning.

Dokumentera allt ditt arbete i ett ordbehandlingsdokument. Exportera slutligen dokumentet
till pdf-format. (Bade MS Word och OpenOffice Writer stodjer detta.) Slutprodukten skall alltsa
vara pdf.

Vi skriver en funktionsfil derivata.m med anropet y=derivata(f,x) som beréknar en approx-
imation av derivatan av f i punkten x. Funktionen ska anvéindas i nésta studiodvning som handlar
om Newtons metod for 16sning av f(z) = 0. Detta gors i flera steg i Uppgifterna 1-4 nedan.

Programmen finns i Matlab/facit om du behover tips.

Introduktion. For detaljer, se BM_ 6.1l
Lat f : I — R vara en deriverbar funktion (I ér ett intervall). Derivatans definition ér

- fl@+h)— fx)
1 "(z) = lim ————"2,
1) f'(e) = lim L2220
Det betyder att vi kan approximera derivatan med en differenskvot
h) —
(2) f(z) ~ M med h ~ 0.
Vi ska nu diskutera felet i denna approximation.
Fran () forvéntar vi oss att felet skall bli mindre och mindre nidr h — 0. Med linjir approxi-
mation (Adams 4.9 (4.7, 6e uppl)) och Medelviirdessatsen kan ocksa visas att for felet géller,

flx+h)— f(z 1 1
) Tat =@ gy = L1 ln < SKn,
dér s dr ett (oként) tal mellan = och x + h, och dér K &r en begrinsning av f”, dvs |f”(z)] <
Ky, « €I). Detta indikerar att felet & proportionellt mot A (t.ex. minskar med en faktor 10 nér
h minskar med en faktor 10) och att felet — 0 da h — 0.
I praktiken fungerar det dock inte sa!

Date: 2012-10-04, Stig Larsson, Matematiska vetenskaper, Chalmers tekniska hogskola (mindre uppdateringar av
Niklas Ericsson).
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http://www.math.chalmers.se/Math/Grundutb/CTH/tmv225/1213/bm/bm_kapitel_6.pdf
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Det beror pa att det finns ytterligare ett fel att ta hdnsyn till, och det &r att datorn raknar med
flyttal med dndlig precision, dvs riknar med dndligt manga siffror, vilket leder till avrundningsfel.
I MATLAB, som riknar med cirka 16 siffror, kan vi antaga att varje beriiknat funktionsvirde f(x)
ar behiftat med ett fel 6; ~ 107'° (om |f(x)| ~ 1). Detta ger ett fel av storleksordningen 246 /h,
vid berékning av differenskvoten i ().

Vi har alltsa tva olika fel att ta hinsyn till:

(1) Diskretiseringsfel: $ K h
(2) Fel pga berikning med flyttal med &ndlig precision: 267 /h

Det totala felet kan dédrmed uppskattas med %K th+ %. Vi ser att den forsta termen i denna

uppskattning minskar da h minskar medan den andra ¢kar. Vi far minimum da bada &r lika (vilket
kénns intuitivt, och kan visas genom att derivera %K th+ % map h och sitta derivatan = 0):

1 2(5f
4 —Kth=—
(4) 5Kt o
dvs

405 of
(5) h=-—- h=2/-2L

Ky Ky
Med detta optimala virde pa h blir det minimala felet:

1 20

(6) SEh+ Tf = Ksh=2/K;\/3;.

I MATLAB med 07 &~ 10715 och | f(z)| & 1 och K; =~ 1 (till exempel) far vi det optimala h-vérdet:

5
(7) ha 24/ Tf ~2.10775 ~ 1077,

vilket ger ett minimalt fel

(8) 2V1,/5; ~ 1077,
dvs vi far ungefir 7 korrekta decimaler.

Uppgifter.

1. Skriv en funktionsfil derivatal.msom implementerar den ensidiga differenskvoten i (). Funk-
tionen ska ha anropet y=derivatal(f,x,h), dir £ &r ett funktionshandtag.

Prova programmet med £=@sin och x=pi/4. Jamfor med MATLABs cos(pi/4). Obs att detta
ar ocksa en approximation, men beriknad med hogre noggrannhet.

2. Skriv en scriptfil derivatatest.m med en for-loop som genererar en lista av h-virden,
h=(10"%...,10719).
For varje h(i) beriiknas approximativa derivatan D f(i) och absolutbeloppet av felet

e(i) = [Df(i) — cos(m/4)|.
Alltsammans presenteras i en tabell med h, Df, e i de tre kolumnerna. Tips: a=[h’, Df’, e’]
skapar en tabell.
Notera hur felet inledningsvis dr proportionellt mot h, men att nér h blir “for litet” sa borjar
felet vixa igen!

Jamfor med (), @&).
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En béttre approximation. Vi far en battre approximation om vi erséitter den ensidiga differens-
kvoten i ([2)) med den symmetriska differenskvoten

(9) ['(x) =~ flet h);hf(:c ) med h ~ 0.

Genom att anviinda en generalisering/forbéttring av linjir approximation som kallas f6r Taylors
formel (som vi kommer att studera i lp 2), kan visas att diskretiseringsfelet i detta fall begriinsas
av

f@th)—fla—h) 1o
(10) 57 — fi(2)] < g Msh?,
dér My &r en begransning av f": |f"(z)| < My, xe€l.

Detta indikerar att felet ér proportionellt mot h? (t.ex. minskar med en faktor 100 nér h minskar
med en faktor 10).

Men &ven i detta fall tillkommer ett fel pga att vi riknar med flyttal med &ndlig precision. Vid
berikning av den symmetriska differenskvoten kan detta fel uppskattas med % = %f, dar 6y
ar som forut.

Det totala felet kan alltsa i detta fall uppskattas med

1 1)
11 “Mgh? 4+ <L
(11) o Mr N
Vi gor en overslagsberdkning f6r uppskattning av storleksordningen av det totala felet (T
baserad pa antagandena §¢ ~ 10715, M; ~ 1. Det totala felet blir approximativt minimum da

bada termerna #r approximativt lika (vi bortser fran faktorn 1/6),

)
(12) hQ%%, h® = &y, h%é}/3%10_5,
och da blir minimala felet ungefér
(13) h? 67 ~ 10710,

Jamfort med (8) har vi cirka 3 decimaler noggrannare approximation av derivatan. Men man
ska komma ihag att (8) och (I3) beror ocksa pa Ky och My, vilket kan paverka jimforelsen om
nagon av dessa &r stor.

Uppgifter.

3. Gor samma undersékning (som i Uppgift 1 och 2) med den symmetriska differenskvoten i ().
Kalla funktionsfilen derivata2.m. Jimfor med (I2)), (I3).

4. Nar vi nu vet ungefar vilket h som &r optimalt, sa tar vi bort A fran input-listan och bygger
in h = 107° i funktionsfilen. Spara derivata2.m som derivata.m och gor dessa dndringar. Funk-
tionen ska nu ha anropet y=derivata(f,x), dir f &r ett funktionshandtag. Spara filen, den ska
anvindas i ndsta studio6vning.

Prova derivata.m genom att derivera f(z) = 323 i # = 2. Detta kriver att du skriver en
funktionsfil funk.m som implementerar funktionen f(z) = 33. Beriikna och plotta derivatan pa
intervallet [—3, 3].

/stig
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