MATEMATIK Hjilpmedel: Inga, inte ens riknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 2012-08-29 kl. 8.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Magnus Onnheim

Telefon: 0703 088 304

TMV225/176 Inledande Matematik M/TD

Tentan rattas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlamnade
papper. Fyll i omslaget ordentligt.

Betygsgranser: 3: 20-29 p, 4: 30-39, 5: 40-50.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Resultat meddelas via Ladok ca.

tre veckor efter tentamenstillfallet.

1. Denna uppgift omfattar 8 p och finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall
skrivas. Losgor bladet och ldmna in det som blad 1 tillsammans med &6vriga
I6sningar.

Till foljande uppgifter skall fullstdndiga l6sningar inlamnas. Endast svar ger inga poing.
Motivera och forklara sa vél du kan.

2. (a) Bestam ekvationen foér det plan som innehaller den réta linjen (4 p)
r+3 z—1
li: =y—5=
Ty Y 3

och dr parallellt med skdrningslinjen mellan de tva planen z+y+2z = 5och x + y = 3.

(b) Bestdm minsta avstandet fran sfiren 22 + y? + 22 = % till planet i uppgift (a).
(2p)
3. Rita grafen till (6 p)
2
x
f(z) = 22— 1
4. Berikna foljande gransvérden (utan att anvénda 1'Hospitals regel) (3+3 p)

(a) limyy oo(V2Z+z+1—Va22 -2 +1)
1—cos(z)
sin?

5. (a) Skriv en funktionsfil SecondDerivative.m som givet en funktion £ och en punkt x
anvéinder differenskvoten

iy LD =2 1 S )

till att berdkna ett approximativt virde pa andraderivatan till £ i x. Du kan sétta
h=107°. (2 p)
(b) Skriv en funktionsfil KritiskNewton.m som givet en funktion f, en startpunkt x0
och en tolerans tol anvinder Newtons metod till att berdkna en kritisk punkt till £
(dvs loser ekvationen f/(x) = 0). Du kan anta att programmet Derivative.m fran
datorovning 6 #r given. Ledning: Anvénd dven SecondDerivative.m fran uppgift (a)
ovan. (4 p)




6. Avgor vilka av foljande pastaenden som dr sanna respektive falska. Du behéver inte mo-
tivera svaren. Rétt svar ger 1 p, inget svar 0 p och fel svar -1 p. Dock ej mindre &n 0 p
totalt.

For alla vektorer u,v € R? giller att |[u x v|2 + [ue v|? = [u?|v]2.

Z2—Z

%
For alla reella tal z giller att cos(2x) < cos? z.

For alla komplexa tal z giiller att Im(z) =

Antag att f &r en deriverbar funktion. Om f’ dr begrinsad sa ér dven f begrinsad.
Om lim,_,, | f(z)| existerar, maste &ven lim,_,, f(x) existera.

Om en funktion inte &r kontinuerlig, sa dr den inte deriverbar.

Formulera Bolzanos sats och ange de fyra huvudstegen i beviset. (2 p)

Visa att om en funktion f dr Lipschitz-kontinuerlig pa ett intervall sa dr den &ven
kontinuerlig pa intervallet, samt ge ett motexempel som visar att det omvénda ej

géller. (4 p)
Skriv ned definitionen av att f &r kontinuerlig i en punkt a. (1 p)
Skriv ned definitionen av att f &r deriverbar i en punkt a. (1 p)

Anviind en kiind sats till att bevisa att om f/(z) = 0 for alla z € (a,b), sa ér f
konstant i (a,b). (4 p)

Lycka till!
Hossein och Stig



Anonym kod

TMV225/176 Inledande Matematik M/TD 2012-08-29

Poiéng

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 1osningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a)

Los olikheten (svara med intervall)
32— 1] > 2.

Loésning:

For vilka komplexa tal z géller att Re(z) = 2Im(z) och |z|? = 15?7
Loésning:

Antag att f(3) =1, f/(3) =2 och ¢’(9) = 2. Beriikna h'(3) om
h(z) = g(2*f(x)).

L6sning:

I 77 ¥ o

Beridkna sin (2 arctan %) .
Loésning:

(2 p)

(2 p)



Anonym kod Poéng
TMV225/176 Inledande Matematik M/TD  2012-08-29

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta lésningar redovisas, samt svar anges, pd anvisad plats
(endast 18sningar och svar pa detta blad, och pd anvisad plats, beaktas).

(a) Los olikheten (svara med intervall) | (2 p)
I3z — 1| > 2. o %
Losning: /?) Y1 l >3 Ly ey
3[X-%1>2 - t® L 4
dy o
x-3 175 X< -3 Mo x>1
|
. (~20,-5) U (1,%)
BUEREE 1 x0T W 8 e 5 e
(b) Fér vilka komplexa tal z giller att Re(z) = 2Im(2) och |z|? = 157 (2 p)
Losning: Z =X .,(—-/'/y/
) x= 24
Re(2) = & I (2 x&' %Aé/ { 1 é’:kﬁ s
| 21> =15 x e g=15 19774~
y=tJ3 «+3L\)’37+/¥;\F‘:
1 zZ ==X
% = $23 ( /
.
Svar Z"'(Q\E*/I/\}}-) ....................
(c) Antag att f(3) =1, f/(3) =2 och ¢/(9) = 2. Berékna A/(3) om (2 p)

h(z) = g(z*f(z)). B s s
htening: . 4 (%) = Ccf’(x“’*ﬁ 6) b(x'if(x)) =2r’(x&b!l>f) )(3)(}1(%)*?( 7¢)
hiz> = 9 72{(@)( £ 4 +qg'm) = g1IYE+ 1-2)=2:29

NI 5.0 505 500 98 05 0 5000 510 v 6 ) 0 0 600090 00 A L R 8 TR R W AR R 8
(d) Eerikna sin (2 arctan 2). (2 p)
6sning:
. 3 ) -
s ( 2 ancAom ] ) = AW (39) =
_ : _o .2 4_ 2
= A £36=A — F T3
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stig
Comment on Text
ska vara minus

stig
Sticky Note
ska vara pil nedåt
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dm x>0

5. (a) function y=SecondDerivative(f,x)
h=1e-5;
y=(f (x+h) -2*f (x)+f (x-h) )/ (h"2) ;
(b) function x = KritiskNewton(f,x0,tol)
x = x0;
h = tol + 1;

while abs(h)>tol

b = -Derivative(f,x);

.a = SecondDerivative (f,x);
h = b/a;

X =Xx + h;

end


stig
Sticky Note
alternativ:  

sin^2(x) = 1-cos^2(x) 
= (1-cos(x)) (1+cos(x)) 

sedan kan man förkorta med  
(1-cos(x)). 
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Comment on Text
ska vara S (sant)



MATEMATIK Hjilpmedel: Inga, inte ens riknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 2012-10-27 kl. 8.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Oskar Hamlet

Telefon: 0703 088 304

TMV 225 Inledande Matematik M

Tentan rattas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlamnade
papper. Fyll i omslaget ordentligt.

Betygsgréanser: 3: 20-29 p, 4: 30-39, 5: 40-50.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Resultat meddelas via Ladok ca.

tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. Till denna uppgift ska du endast ldmna in svar. (Tx2p=14p)
(a) Berikna vektorprojektionen av vektorn u =i+ j + k pa vektorn v=1—j+ k.

(b) Formulera i ord de tre elementéra radoperationer som anvinds vid Gauss-elimination.

(c) Los ekvationen e — e~ = 6.

(d) Bestéim a och b sidana att punkten (1,3) &r en inflexionspunkt pa kurvan y = ax® + bz?.

(

(

(

i

1— 2
1-1-52
g) Ange hur graferna till bégge leden i ekvationen x = g(z) = § + % plottas pa intervallet [1, 2]

samma figur med hjilp av MATLAB. (Skriv ned alla kommandon och filer som behovs.)

e) Bestdm samtliga komplexa tal z som uppfyller att z = —z och |z| = 3.
)

f) Skriv ned linjériseringen L(z) for kring x = 1.

2. Visa att planet genom punkterna A = (3,—1,2), B = (1,0, —2) och C' = (0, —2, 1) &r parallellt
med planet x — 2y — z = 4, och beréikna avstandet mellan planen. (6 p)

3. Berdkna nedanstaende griansvirden utan att anvinda 1’Hospitals regel:
(a) limg o0 (\/ 2% + 3z — a:) (3 p)

(b) lim, o 2520 (3p)
4. (a) Skriv ned definitionen av Lipschitz-kontinuitet och berikna mha. denna (ej derivata) en
Lipschitz-konstant for f(z) = 23 pa intervallet [0, A], dir A > 0 #r en konstant. (3p)
(b) En kub med volymen 1000 cm? ska tillverkas med toleransen 45 cm3. Hur noggrannt méste
kubens sida goras? For att fa poing kravs att uppgiften 1oses med Lipschitz-villkor. Tips. Ut-
nyttja resultatet i (a) med lampligt val av A. Vilj dock gérna en nagot storre Lipschitz-konstant

&n den optimala pa det intervall du betraktar, for att forenkla rakningarna. (3p)

5. Skriv en funktionsfil dekasekt.m som givet en funktion f, ett startintervall [a,b] och en
tolerans tol (dér f(a) och f(b) har olika tecken) implementerar dekasektionsalgoritmen for
16sning av ekvationen f(z) = 0, dér det aktuella intervallet i varje steg delas in i tio delintervall.
Om f(a)f(b) > 0 skall ett varningsmeddelande skrivas ut och funktionen avbrytas. Algoritmen
utformas dérefter sa att foljande sker i varje steg (dér vi avgor i vilket av de tio delintervallen
roten ligger):

(i) dz = (b—a)/10
(ii) zv =a, zh=a+dx
(iii) Om f(zv)f(zh) >0: av=azv+dx, zh=zh+dz. Upprepa (iii).

(iv) a=av, b=zxh

Tips. Utga fran och modifiera bisekt.m som du gjorde i datorévning 3. (6 p)
6. (a) Hérled derivatan av arctan x. (3p)
(b) Funktionen f(z) = arctanx + arctan %, x # 0, antar endast tva vérden. Visa detta och
bestam V(). (3p)
7. Formulera Bolzanos sats. Ange de fyra huvudstegen i beviset. Redogor for beviset av ett av
stegen (dock ej det forsta). (6 p)

Lycka till! /Niklas






TMV 225 Inledande Matematik M

Losningsforslag 2012-10-27

1.

. 1 1
(a) uy = v=-(i-j+k)

VP33
(b) i) multiplicera en rad med skaldr # 0

ii) addera en multipel av en rad till en annan rad

iii) byta plats pa tva rader
(c) Sitt t = e®. Ekvationen blir t — 1 =6 <> t2 =6t — 1 = 0 <> t = 3£ 1/10. Eftersom t = % > 0
faist = e =3+ V10 & x = Int = In(3 + /10).
(d) Sitt in (z,y) = (1,3) i kurvans ekvation y = ax® + bx? sa fis a + b = 3, vilket maste
vara uppfyllt for att (1,3) skall vara en punkt pa kurvan. Derivera: ¢/ = 3az? + 2bz, y" =
6ax + 2b. Om (z,y) = (1,3) dr en inflexionspunkt sa dr y”(1) = 6a + 2b = 0. Notera att y”
ar ett forstagradsuttryck sa y” har olika tecken till véinster och hdger om ett nollstille. De tva

ekvationerna
a+b = 3 N a = —3/2
6a+2b = 0 b = 9/2

dr ddrmed bade nédvindiga och tillrackliga villkor for att (z,y) = (1,3) &r en inflexionspunkt
pa kurvan.

(e) Sétt z =a+bi. Dablir Zz=a —bi och —z = —a —bi, sa Z = —z < a = 0. Alltsa &r z = bi.
Villkoret |z| = 3 ger att b = £3. Svar: z = +3i

—2x z2)—(1—22)2z x . .
+ r—1)=0—-(r—-1)=1—=x.

(2)

Funktionsfilen g.m

Uppgift 1 (9)
T T T

function y = g(x)
y = x/2 + 1./x;

19F
1.8

Dérefter ges kommandona: 17f
16

>> x = linspace(1,2); ~ 151

>> y1 = x; Lb~~a%%%%%ﬁ

>> y2 = g(x);

>> plot(x,yl,x,y2)

>> legend (Cy=x’,’y=g(x)=x/2+1/x’)

>> xlabel(’x’), ylabel(’y’)

>> grid on 1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2

>> title(’Uppgift 1 (g)’)

13fF

12r

11f

2. Kalla planet genom punkterna A = (3,—1,2), B = (1,0,—2) och C' = (0,—-2,1) for 71, och
planet med ekvationen x — 2y — z = 4 for 9. En normalvektor ny till 71 fas med vektorprodukt:

i j k
n=ABxAC=| -2 1 —4|=-5+10j+5k=—5(i—2j—k)
-3 -1 -1
En normalvektor ny till o fas direkt ur planets ekvation: ny = i — 2j — k. Eftersom n; = —5ny

ar planen parallella. For att berikna avstandet d mellan planen berdknar vi avstandet fran A
till mo. Vi viiljer en godtycklig punkt P = (4,0, 0) som ligger i m9 och anvinder skaldr projektion:

PAng| (-t 2k)- (-2 — k)

d
bebl V6

Sl



3. (Jm—x) (\/M—i—x)_l' 22 4 30— a2

a) lim <\/az2+3x—x) = lim = lim ———
( )m—mo T—00 ,/x2_|_3x_|_a; 90—>00«/x2+3a;+a;
= lim 3z = lim 3 3 3

“"Ox( 1+%+1> e Ji4 34 vIH0+HL 2

5z” +2 5z + 2 5r4+2 042
(b) lim 2220 gy, 2Ge D Sri2 042,
t—0 T° + sinx x—>0x($+¥) 550 g 4+ SE (41

4. (a) Definition. (Lipschitz-kontinuerlig funktion.) Funktionen f &r Lipschitz-kontinuerlig pa
intervallet I med Lipschitz-konstanten L om

|f(z1) = f(22)] < Llzy — 22| V1,22 € 1.
Med f(z) = 23 och x1,z9 € [0, A] fas:
|f(21) = f(x2)] = |2} — 2| = |(21 — @2)(aF + w120 + 23)| = (2] + 2122 + 23) |71 — 22
< (A2 + A2 —|—A2)|:E1 — l‘2| = 3A2|l‘1 — :E2|

sa vi kan vilja L = 3A2.
(b) V(z) = x3. Nominella virden: z = 10 cm och V = 1000 cm?®. Tolerans i V: 5 cm?®. Vi viljer
intervallet [0, A] = [0,11] (som innehaller x = 10) och far fran (a) Lipschitz-konstanten:

L=34*=3-117 = 363
For att fa enklare rdkningar véljer vi den nagot storre Lipschitz-konstanten L = 400, vilket ger:
|V (xz) — V(10)] < L|x — 10| < 400z — 10| <5 om

5
~ 10| < —X = 0.0125
o =101 < 755

svar: x = 10 £0.0125 cm.
5. Se nésta sida.

6. (a) Se Adams.
(b) Berdikna derivatan:

L 1 1y 11
f(x)_1+x2+1+(%)2 2) 112 Trae 0 70

Detta innebédr att f(x) dr konstant pa intervallen (—oo,0) och (0,00). Vi viljer en punkt i
respektive intervall for att berikna funktionsvirdet pa intervallet:

f(1) = arctan 1 + arctan 1 = % 4 g

1=
f(=1) = arctan(—1) + arctan(—1) = —%

‘. -3, x<0
Alltsa.f(m)—{ 20

svar: V(f) ={-%, 5}

7. Se BM.



5. Funktionsfilen dekasekt.m

function x = dekasekt(f, int, tol)
% dekasekt - dekasektionsalgoritmen for ekvationen f(x) = 0

%  Inargument:

b f - funktionshandtag till en funktionsfil

yA int - 1x2-matris som specificerar ett intervall int = [a,b]
b tol - en tolerans

%  Utargument:

b X - en approximativ ldsning i intervallet int = [a,b]

%  Beskrivning:

b Programmet dekasekt anvédnder dekasektionsalgoritmen for att
yA berédkna en approximativ 1ésning till ekvationen f(x)=0

b i intervallet int = [a,b]. Funktionsfilen som f pekar

% pad maste innehalla funktionen y = f(x). Funktionsvédrdena

yA f(a) och f(b) maste ha olika tecken. Programmet ber&knar

b en approximativ 18sning x med ett fel |x-x_exakt| < tol.

yA Programmet returnerar en tom matris x = [] som utargument

b om f(a) och f(b) har samma tecken.

h
N —
a=int(1); % startintervallets vanstra &ndpunkt
b=int(2); % startintervallets hégra &ndpunkt

% Visa ett felmeddelande, avbryt och returnera x = [] om f(a) och f(b)
% har samma tecken.

if £(a)*£(b)>0
disp(’Dekasektionsalgoritmen misslyckades: f(a), f(b) har samma tecken.’)

x=[];

return
end
while b-a>tol % fortsdtt sd lénge som aktuellt intervall &r l&ngre
% &n angiven tolerans
dx = (b-a)/10; % l&ngd pa de tio delintervallen
XV = a; % vénster andpunkt pa forsta delintervallet
xh = a + dx; % hoger &ndpunkt pa foérsta delintervallet

while f(xv)*f(xh)>0 Y ej teckenbyte pa aktuellt delintervall
xv = xv + dx; % flytta till n&sta delintervall
xh = xh + dx;

end

a =xv; % vdlj a och b som &ndpunkter pa delintervall med teckenbyte
b = xh;
end

x=(a+b)/2; % berdkna mittpunkten x pa sista intervallet
%y detta x returneras



