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Poidng ges inte for bara svaren, utan for kvalité och forklaring av I6sningarna.
e Preliminiir del: (7p)
1. Ange primtalfaktoriseringen for talet 9945 (2p)
9945 = 3*-5-13-17
2. Anviind kvadratkomplettering for att losa ekvationen 2% + 4x — 5 = 0. (2p)
v’ +4r—5= (r+2)*—4-5= (24+2)*-9 = (z+2-3)(x+2+3) = (z—1)(z+5)

Enligt faktorsatsen #r 16sningar till ekvationen 22 + 4x — 5 = 0
talen ;1 = 1 och x5 = —5.

3. Forenkla foljande uttryck: (2p)
(a) /=54 = —3/2 eftersom 54 = 2 - 27 och 27 = 35.
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(b) Va5 =au"i7s = Jaeftersom 5 +§ — 3 = H5 =35 = 3.

4. Ange definitionsmdngden for funktionen f(x) = %\m (Ip)
z+ |z =0férz <0ochx+ |z|=2xforz >0sa Dy = {z € R;z > 0}

e Fragor for betyget G (och VG): (20p)

1. Foljande uttryck ar ekvivalenta
(aVb) < (ma = b) (stod med tva ganger, av misstag)
(a = —b) & (b= —a) < (—aV —b)
2. Faktorisera uttrycket x* + 14x + 45. Forklara hur du gdr tillviiga. (2p)

Man kan komplettera kvadraten och sedan anvinda konjugatreglen, eller anvinda pg-
formeln och faktorsatsen, eller se sambandet mellan koefficient och rotterna for att
gissa nollstillen. Man fér faktoriseringen 22 + 14z + 45 = (x + 5)(x + 9).

3. Ge ett exempel pa ett polynom som dr irreducibelt i Q[X| men reducibelt i R[X].
Ange polynomets nollstdlle. (Ip)

Till exempel en kvadratisk polynom med icke-rationella rétter: #2 — 2 som har de
reella nollstille ++/2.



4. Ge ett exempel pd polynom som dr reducibelt i R[ X | men saknar nollstdlle i R.
Polynomet maste ha hogre grad dn 2. Till exempel en fjardegradpolynom med tva
irreducibla kvadratiska faktorer: (z% + 1)(z? + 2).

5. Los den diofantiska ekvationen 12x + Ty = 4. (3p)
Vi kollar forst att ekvationen har 16sningar, ty gcd(12,7) = 1 och 4 dr delbar med 1.

Sedan kan man anvédnda Euklides algoritm eller gissa koefficienter till en relation av
formen 12u 4 7v = 1. Jag letar efter tal med skillnad 1 i 12:ans och 7:ans multipli-
kationstabell och hittar 12 - 4 = 48 och 7 - 7 = 49 sa jag kan skriva

12-(=4)+7-7=1

Multplikation med hogerledet 4 ger 12- (—16) +7-28 = 4 sd (g, yo) = (—16, 28) &r
en 16sning och alla 16sningar kan skrivas i formen (z,,, y,) = (—16 + 7n, 28 — 12n)
for nagonn € Z

6. Los ekvationen 2% = 1 med komplexa tal béde algebraiskt och grafiskt (med “gra-
fiskt” menar jag att du ritar losningarna i det komplexa planet och forklara hur man

ser att just dessa punkter uppfyller ekvationen) (5p)
Algebraisk 16sning: 26 —1 = (23 —1)(2*+1) = (2 —1)(2*+ 2+ 1) (2 +1) (22— 2z +1)
sa vi har tva reella 16sningar z = 1, z = —1 och 16ser nu de kvadratiska faktorerna:

For 22 + 2z + 1 = 0 ger pq-formeln z; » = —% + z‘/Tg

For 2> — z + 1 = 0 ger pq-formeln 234 = 1 + 3.

Sé ekvationens z° = 1 har 6 komplexa rotter 1, —1, :I:% + z‘/Tg (med alla 4 kombina-
tioner av tecken for de icke-reella rétterna).

Grafisk 16sning: Rita enhetscirkeln och markera punkten 2° = 1 (pa den reella axeln).
Se Vretblad avsnitt 6.6: Binomialekvation (detta &r ett speciellt enkelt fall). Vi jobbar
med tal i poldr form:

Losningarnas ldngd: Vi har 2¢ = 154 |2%| = 1 och |2]® = 1 vilket ger |z| = 1.
Losningarnas argument: arg(z%) = 0 + k - 27 och 6 arg(z) = arg 2° ger

attarg(z) = :(0+k-2m) = k-5 fork € {0,1,2,3,4,5}.

Detta visualiseras pa enhetscirkeln med de 6 punkterna z = +1 (pa den reella axeln)
och z = £+ cos g + 7sin % pa spetsarna till en regelbunden 6-uddig stjarna.

7. Lat .
F(n)=1+) 2
=0

Berdkna F(0), F(1), F(2), F(3) och gissa ett enkelt uttryck for F'(n). Bevisa med
induktion att ditt uttryck dr korrekt. (5p)
Jag borjar med att rikna ndgra virden: F(0) = 1+2' = 1+ 1 = 2, F(1) =
142042 = 14142 =4, F(2) = 1+1+4244 = 8, F/(3) = 1+1+2+4+8 = 16. Det
monster som jag ser verkar indikera att F'(n) = 27", Vi skall se om detta stimmer
for alla n.

Lat P(n) vara pastdendet att F'(n) = 2""!. Vi skall bevisa att P(n) #r sant for alla
naturliga tal n med hjilp av induktion.



Basfall: Forn =0, F(0) =1+2°=1+4+1=2=
(man kan om man foredrar bérja med n = 1, F(1)
pastaendet P(1) stimmer.)

Induktionssteg: Antag att P(k) stimmer for nagot naturligt tal k, dvs. att F'(k) =
2k+1 Vi skall nu visa att det medfor att dven P(k+1) stimmer.

P(k+1) dr pastdendet att F'(k + 1) = 2572, For att bevisa det forsoker vi riikna ut
F(k+1). Viskriverom F(k+1) = 1435020 = 14(32F 204281 = F(k)4-2F+!
och kan anviinda induktionsantagande for att skriva F'(k + 1) = 2k+1 4 2k+1 — ok+2
vilket ger det 6nskade uttrycket. Sa vi har visat att P(k) medfor P(k+1).

Slutsats: Enligt induktionsprincipen géller P(n) for alla naturliga tal n.

2!: pastdendet P(0) stimmer.
= 4 = 2?2 och konstatera att

e Fragor for betyget VG: (10p)

1.

2.

Formulera aritmetikens fundamentalsats och skissa pa huvudpunkterna i beviset. (5p)

Se Sats 2.16 i Vretblad: Varje heltal @ > 2 kan skrivas som en produkt av primtal pa
precist ett sdtt, om man bortser fran faktorernas ordningsfoljd.

For att bevisa satsen behdver man forst bevisa att en primtalsuppdelning finns (sats
2.8), t.ex. med ett lemma liknande lemma 2.7 (Om a > 0 inte dr ett primtal, sa dr
den minsta positiva dkta delare till a ett primtal), eller med ett motsdgelsebevis (ta
det minsta @ > 2 som inte kan skrivas som produkt av primtal. a dr da inte primtal
sjdlv sa a kan skrivas som produkt av tva tal. Dessa tva tal dr mindre 4n a, sa de kan
skrivas som produkt av primtal, vilket ger en primtalsfaktorisering for a och leder till
en motsigelse).

Sedan visar man att om man har tva primtalsfaktoriseringar (och ger bra beteckningar,
sig a = [[;_, pi = [[}_, ¢;), s méste p, dela (och dérmed vara lika med) en av de
q;, och steg for steg visa att primtalsuppdelningarna sammanfaller.

— Los ekvationen x° + y* = 0 i Zs (restklasser modulo 5).
Det snabbaste hir ir att rikna alla kvadrateri Zs = {—2,—1,0, 1, 2} (viljer man
0,1,2, 3,4 tar det nagra minuter extra, men det gar lika bra) for att se vilka som
kan kombineras for att ge en summa 0.
Vi riikknar (—2)? = 22 =4 = —1, sedan (—1)? = 1? = 1, och 0? = 0. Och vi ser
att om vi adderar en kvadrat som dr —1 med en som ir 1, sa 19ser vi ekvationen.
Vi far da t.ex. 22 + 12 = 0!
Alla 9 16sningar ges av (z,y) = {(£2, £1), (£1,+2),(0,0)}.

— Los samma ekvation i Z (restklasser modulo 7). (5p)
Med samma metod, vi riknar alla kvadrater modulo 7: (—3)2 =32=9=2,
sedan (—2)? =22 =4= -3, (—1)*> = 1> = 1 och 0 = 0, men nir vi férsoker

kombinera tva av dessa kan vi inte fa O (—1 r inte en kvadrat modulo 7), sa det
finns inga 16sningar férutom (0, 0).

Gauss jobbade med detta och sag att for de primtal p som dr kongruenta med 1
modulo 4 (som t.ex. 5), liksom for p = 2, sa dr —1 en kvadrat modulo p och
da kan summan av tva kvadrater vara noll modulo p. For de andra primtalen
(som inte dr kongruenta med 3 modulo 4), t.ex. 7, sa dr inte —1 en kvadrat, och
ekvationen har inga 16sningar. Detta dr ett exempel pa egenskaper som skiljer
sig mellan olika primtal och beror pa en kongruensrelation, inte pa hur stort
primtalet ar.



