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Aritmetik och algebra: exempel pa tentafragor Jag forsoker skriva 16sningarna som jag

onskar att ni skriver dem. Det &r inte bara svar som efterfragas, utan dven berdkningar
och forklaringar. Delpodngsangivningar ger en indikation om hur mycket vikt jag lagt pa
olika bitar i uppgifterna. Hur tydligt och fullstdndigt ni uttryckt er spelar ocksa roll i
helhetsbedémningen for varje uppgift.

/Laura

e Preliminir del: Tentan innehéaller preliminédra fragor motsvarande 7p.

1.

Lis ekvationen x? = |9 — 22| for reella tal x. (2p)
Vi delar upp i tva fall, beroende pa tecknet for 9 — z2:

Fall 1: 9—22>0 galler om och endast om —3 < z < 3. D& lyder ekvationen:
?=9-22222=9s 2= % S = i% = i%‘/ﬁ Dessa 16sningar ligger i
intervallet —3 < x < 3 sa de &r riktiga 16sningar.

Fall 2: 9 — 22 < 0 giller om och endast om = < —3 eller z > 3. Da lyder

ekvationen z? = 22 — 9 < 0 = —9 vilket #r falskt, sa vi far inga nya losningar
har.

Slutsats: Ekvationen har tva 16sningar: = :I:%

Anvand kvadratkompletering for att bestama storsta vdardet av funktionen f(x) =

r+1— 522 (2p)
_ 2 _ 2 _ 1 1 _

flz)=-bz*+zx+1=—ba"—az—1) ——(\/530—2—\/5)—2—0—1——(\/533—

‘1/—05) + 2L, Den forsta termens maxvirde dr 0 si f(z) nar maxvirdet % (for

z = ; Kolla det!).

Bestim de reella losningarna till ekvationen €2 + 2¢% = 3. (2p)
Vi byter variabel och later y = e*. Da vill vi forst 16sa ekvationen y?+2y—3 = 0.
Man hittar nollstillen y = 1 och y = 3, som ger x =In1 och z =1n 3.

. Faktorisera polynomet 27x3 + 272% + 9z + 1. (1p)

Man kinner igen formeln fér en tredje potens: 2723 4+ 2722 + 92+ 1 = (3z + 1)3

For vilka virden pa x dr virdet av 2z — 222 +14 mindre dn virdet av x® —4x+57
(2p)

Olikheten dr ekvivalent med olikheten 322 — 62 —9 > 0. Man kan borja med att
16sa motsvarande ekvation: 3z? — 6z — 9 = 0 med pq-formeln eller kvadratkom-
plettering och fa nollstéllen x = —1 och z = 3. Rita gérna tallinjen och testa de
olika omraden. Sa far man att olikheten géller for x < —1 och for x > 3, vilket
man kan dubbelkolla med ursprungsuttrycket.

Skriv féljande utsaga och dess negation i symbolisk form: For varje reellt tal
finns ett tal som dr storre. (2p)
Variablerna tar sina virden bland de reella talen. Vo : Jy : y > «

Negationen: Det finns ett reellt tal som inte har nagot tal som &r storre: Jz :
Vy:y<ux

Oversitt talet 2014 till bindr form. (2p)
Man kan anvinda successiva divisioner dér resten ger siffrorna (med entalssiffran
forst), eller borja med den storsta 2-potensen som dr mindre dn 2014. 2014 =
1024 + 990. Sedan letar man upp den storsta 2-potensen som &r mindre dn 990,
osv, for att skriva 2014 som summa av 2-potenser. Efter nagra steg fér man
2014 = 1024 + 512 4+ 256 + 128 4+ 64 + 16 + 8 + 4 + 2 = (11111011110)4

Man kan ocksa konstatera att 2014 &r ganska niira nista 2-potens: 2048 = 21!
s&4 2047 = (11111111111)9 och subtrahera 32 + 1 dérifran.



e Fragor for betyget G (och VG!): Tentan innehaller G-fragor motsvarande 20p

1. For vilka reella tal x gdller det att (5p)

L + 2 > 17
r—1 2z4+1~ 7

Vi flyttar 6ver i ena ledet, skriver pa gemensamt brakstreck och faktoriserar:

1 2 (z—-1)Qz+1)—(2z+1) -2z —1)
R R T (z—1)(2z +1)
. 22? b _ z(2z — 5) — A(x)

S (r-1)Q2r+1) (z-1Q2z+1)
Vi observerar att téljaren blir noll nar x = 0 och néar x = 5/2, medan namnaren
ar noll nér x = -1/2 och nér x = 1. Vi gor en tecken tabell liknande dem .23 i
Vretblad, med grénser —%, 0,1, % och rader for z, (2z — 5), (x — 1), (22 + 1).
Vi avldser svaret i tabellen och ser att A(x) < 0 nir —1/2 < x < 0 samt nér

1<z<5/2
Svar: Nar —1/2 < z < 0 samt nér 1 <z < 5/2.
2. For vilka reella tal x gdller det att /13 +x — 2z =17 (3p)

Vi ldgger till x i bada leden och kvadrerar. Det blir da 13 + z = (x + 1)2, som
forenklas till 0 = 22 +x — 12 = (z +4)(x — 3). Detta ger oss x = —4 eller z = 3.
Eftersom vi kvadrerat ekvationen kan vi inte vara sidkra pa att nagon av dessa
16sningar duger i den ursprungliga ekvationen. Provning ger att x = 3 duger,
men inte x = —4. Svar: z = 3.

3. Ange minst 2 logiska uttryck som dr ekvivalenta med: p = q. (5p)
—g = —p ar en, —p V ¢ ar en annan.

4. Illustrera och forklara De Morgans lag: (AN B)* = A* U B* (5p)
Jag avstar fran teckningen med ordbehandlare. Den skall se ut som Figur 3
.48 i Vretblad, ddr man skuggat allt utom snittetméngden A N B. De element
som inte ligger i snittet, dvs. som inte tillhér bade A och B, &r de som tillhor
komplementet till minst en av méngderna A och B.

n—1

1—2"

5. (a) Bevisa med induktion att oF=——

2 St
(b) Bevisa samma pastiende med hjilp av polynomdivision. (5p)

.. . . . . = k 1—a" . .
Losning: For att bevisa med induktion att g T = for alla n € N borjar
-
k=0

vi med att konstatera att likheten géller for n = 1 (basfall) d& vénsterledet ar
20 = 1 och hogerledet t—i =1.
p—1
Vi antar sedan att likheten géller for nagot naturligt tal p, ndmligen att Z zk =
k=0
1—2P

— T

och vill visa att motsvarande likhet géller for p + 1.

P
Vi har da i vansterledet Z 2" som kan skrivas som

k=0
antagendet. Men %#—xp = 1{_’5 +51=
hogerledet.

lf_‘f + 2P enligt induktions-

P —gptl 1—gP+1

= 52— vilket var det forvantade




Dérmed har vi visat att om likheten géller for nagot naturligt tal, sa géller den
aven for ndsta naturligt tal. Eftersom den géllet for talet 1, sa géllet den for alla
naturliga tal.

For att bevisa resultatet med polynomdivision kan man stélla upp polynomdi-
vision (jag gor inte det hér eftersom det dr ratt krangligt i ordbehandlaren; se
boken, avsnitt 7.2 och skriv ner det nér du léser beskrivningen hér). T.ex. kan
man borja med att dividera 24 — 1 med @ — 1, och nir man sett ménstret kan
man skissa pa divisionen av ' — 1 med x — 1. Monstret &r att man vid steg
i lagger till "~ i kvoten och dirmed tar bort "% (x — 1), dvs "+ — zn—i

n—i .
i divisionen. Effekten ar att " *!

— 1 i téljaren ersitts med 2" — 1. Efter
n — 1 steg ar resten  — 1, och efter ett steg till nar man det 6nskade resultatet:
en rest pa 0 och en kvot pa 2™ + 2" 1 4+ + 22 2 + 1.

(4 podng for induktionsbeviset, varav 1 for ett basfall och ett uppligg med
struktur av induktionsbevis, 1p fér beviset med polynomdivision. Uppgiften
skulle kanske vigt &nnu tyngre i en realistisk tenta.)

6. Avgor om 39917 ar ett primtal (8p) OBS! Denna fraga ar
svarare dn vad jag hade tankt Jag kan antligen ge ett mindre tal, ett tal med
sméa faktorer, eller ge fler podang for en sddan uppgift (som &nda kan innebéra
ett stort antal divisioner!)

For att testa om talet dr primtal, eller faktorisera talet, kan vi behova testa
delbarhet med alla primtal upp till 200 (ty 2002 = 40000). Man kan bérja med
deférsta primtalen och se om talet &r delbart med 2,3,5,7,11,13,17,19. Det &r
inte det, s& man behdver ta lite mer systematiska tag. Det systematiska ar att
skriva alla tal upp till 200, gora Eratosthenes sall (stryka bort alla multipler av
primtalen upp till 13), s& man har alla primtal man behover. Sedan kan man
testa smart...

Moniks trick for att testa smart: talets entalsiffran ar 7. Det récker inte for att
avgora delbarhet, men man kan titta vilka entalsiffror som kan multipliceras och
ge en produkt med entalssiffra 7. Om man ténker pa multiplikationstabellerna
upp till 10 har man bara 7 och 27 som har 7 som entalssiffra. S& ett tal som
delar 39917 masta ha entalssiffra 1, 7, 3 eller 9. Tittar man i sin lista och far
fram att 39917 = 179 + -223.

7. Visa att talet \/5 dr irrationellt. (5p)
Se Vretblad s.69. Bevis dr detsamma som for v/2.
8. Lds den diofantiska ekvationen 5x — 14y = 3. (5p)

Vi kollar forst att det finns l6sningar: SGD(5,14) = 1 vilket delar hogerledet,
sa det finns (odndligt manga) 16sningar.

Hitta sedan koefficienter u och v sddana att 5u — 14v = 1: man kan genomfora
Euklides algoritm eller titta pé koefficienterna och leta efter tal i deras multipli-
kationstabeller som skills &t med 1 (man hittar snabbt 15 = 5-3) och konstatera
att 5-3—14-1=1.

Multiplicera bada leden med 3 for att 16sa ursprungsekvationen: 5-9 — 14 -3 =
3. S& vi har en 16sning (zg,y0) = (9,3) och samtliga 16sningar dr av formen
(Tn,Yn) = (9 + 14n,3 + 5n) for n ett heltal.

9. Uppritta en multiplikationstabell for alla tal modulo 8. (5p)



10.

11.

12.

@0 1 2 3 4 5 6 7

0j{0 0 0 0O O O O O

110 1 2 3 4 5 6 7

210 2 4 6 0 2 4 6

310 3 6 1 4 7 2 5

410 4 0 4 0 4 0 4

510 5 2 7 4 1 6 3

6|10 6 4 2 0 6 4 2

710 7 6 5 4 3 2 1
Berdikna entalssiffran for talet 41336, (5p)
Vi borjar med att reducera modulo 10: 413 = 3 mod 10. Sedan undersoker man
potenser: 32 = —1 ger 3* = 1 Sa ett litt sitt att rikna #r att skriva exponenten

36 = 4 -9 vilket ger 336 = (3*)? = 1° = 1 Sa entalssiffran i 41336 &r 1.

Rikna SGD féor polynomen f(z) = x* —22% — 22+ 6x — 6 och g(x) = 23+ 322 —
8z + 10.

Ange rétter och faktorisering for f(x) och g(x) i C[X], R[X] och Q[X]. (5p)
Jag anvinder Euklides algoritm for att hitta SGD av tva polynom (man kan
ocksa gissa nollstélle, faktorisera polynomen och samla de gemesamma delarna,
men det forutsitter att det finns “latta” nollstélle att gissa). Jag borjar med att
utfora langdivision av f(x) med g(x). Eftersom det ar krangligt att skriva ut en

liggande stol i textbehandlaren, skriver jag bara resultatet har: vi far kvot  — 5
och rest 2222 — 44x + 44, dvs

f(z) = (z - 5)g(z) +22(2* — 22+ 2)

Sedan utfor jag langdivision av g(x) med resten (eller med z? — 2z + 2, som &r
ekvivalent med resten) och far kvot x 4+ 5 och rest noll, dvs.

g(z) = (x +5)(z% — 22+ 2)

Sa 2% — 2z + 2 dr SGD for f(z) och g(x).

Vi har fatt mycket information som vi kan anvianda fér att ange faktorisering av
f(x) och g(x) Eftersom 22 —22+2 = (x —1—14)(z — 1 +4) (16s andragradsekva-
tionen x? — 2z + 2 = 0 for att hitta nollstéllena och faktoriseringen) har vi
g(z) = (x +5)(2? =22 +2) = (x +5)(x — 1 —4)(x — 1 + i) Den sista faktori-
seringen géller i C[X] (r6tterna ér 1 = —5, 20 = 1 +14, 3 = 1 — i) men bara
g(z) = (x + 5)(z% — 22 + 2) giller i R[X] och Q[X] (en enda rot: 1 = —5).
For att faktorisera f(z) kan man dividera polynomet med z? — 2z + 2, eller
anvinda f(x) = (z — 5)g(2)T = {(z,|z|),r € R}+22(2? — 22+ 2) = (z —
5)(z+5)(2? — 22 +2) +22(2? — 22+ 2) = ((x = 5)(x +5) + 22)(2? — 22+ 2) =
(22 — 25 +22)(2? — 2z + 2) = (2% — 3)(2? — 2z + 2) Detta ger faktoriseringen
i Q[X], och f(z) har inga nollstille i Q. I R[X] kan man gé ett steg ldngre:
f(z) = (x—V3)(x +v3)(2? — 22 +2), och hitta rétterna v/3 och —/3, medans
i C[X] giller dven f(z) = (z —V3)(z +v3)(x — 1 —i)(x — 1 +1i), med rotterna
V3, =3, 1+, 1—i.

Lés ekvationen 23 = 4(1 — i\/3) bade algebraiskt och grafiskt (med “grafiskt”
menar jag att du ritar ldsningarna i det komplexa planet och férklara hur man
ser att just dessa punkter uppfyller ekvationen). (5p)
Jag skriver forst 22 i poldr form for att kunna losa ekvationen algebraiskt: Jag

1—1 - ,
kinner igen 1 —iy/3 = 2 2“/3 = 2e77/3. 84 23 = 4(1 — i/3) = 8e /3




Man kan istéllet riikna ut absolutbelopp och argument fér 23: |23 = /42 442 . 3 =
V42 4 = /43 = 23 = 8 och arg(2?) = arctan(—+/3) = —7/3.

OBS! Det hjélper att samtidigt rita ut z3 i planet, s3 man inte gor misstaget
arg(z3) = arccos(1/2) = m/3. Bada vinklar 7/3 och —/3 har cosinus lika med
1/2.

Nu har jag fatt fram ett bra uttryck for 23, men det &r egentligen z jag #r
intresserad av, som har absolutbelopp tredje roten av absolutbeloppet for 23,
och argument en tredjedel av argumentet for 23, eller det plus multipler av 27/3.
Jag far zg = 207/ 2 = 2e7T/2M/3 oy = 2e7T/IHAT/3 (Qyg 2 = 29,
21 = 2e7/9 2y = 2eM7/9. (Det gar lika bra att skriva z, = 2(cos(—7/9 +
2km/3) +isin(—n/9 + 2kn/3)) for k =0, 1,2 och rékna ut vinklarna).

Figuren ritar jag inte har med ordbehandlaren, men man bérjar med att rita ut
23 1 planet, tack vara koordinaterna (4, —4v/3). Har man riknat ut absolutbe-
lopp, sa vet man att 16sningarna zj ligger pa en cirkel med radie 2 och centrum
i origo. Dér kan man rita ut zp, med argument en tredjedel av z3s argument,
och sedan de andra tva losningarna, som ligger pa samma cirkel, med vinkel
27 /3 mellan varje par av 10sningar.

e VG-fragor: Fragorna ger 5p var. Tentan innehaller VG-fragor motsvarande 10p
Bonuspoéng (1 till 3) fran funktionsfilmen rédknas hér.

1. Finns det heltal n sidana att 21 delar n® + 3n? 4 12 Vilka dr de i sa fall?
Eftersom 21 = 3-7 och 3 och 7 &r relativt prima réacker det att hitta de n sadana
att 3 och 7 delar uttrycket i uppgiften.

Vi riknar modulo 7. Vi har da att 7 delar virdet av uttrycket precis nir n® +
3n?+1=0mod 7.

Man kan rikna eller anviinda Fermats lilla sats och se att n” = n mod 7 for alla
rester n. Detta ger 0 = n® +3n>+1=n-n+3n2+1 = 4n? + 1 mod 7 Vi
gor en tabell: med alla tal, deras kvadrater, och 4n? och ser att 4n? aldrig &r
kongruent med —1 modulo 7

Vi ser da att n® +3n? + 1 aldrig #r delbart med 7 och dérfor heller inte med 21.

2. Bewvisa att om p dr ett primtal som delar produkten a -b, sd maste p dela minst
ett av heltalen a och b. Om p | a &r saken klar. Annars ar SGD(a,p) = 1,
eftersom p &r ett primtal. Men storsta gemensamma delaren kan skrivas som
en kombination av de tva talen, sa det finns heltal x och y s& att 1 = za + yp.
Multiplikation med b ger nu b = xab + ypb. Rakning modulo p ger nu (eftersom
p | ab) att b = 0 + Omodp. Detta visar att p | b. (Finns med i Vretblad, som
Lemma 2.14.)

3. Ge exempel pi polynom av grad 4 i Q[X] med
(a) 4 nollstillen i Q, R och C: z(x — 1)(x — 2)(x — 3)

(b) 2 nolistille i Q men 4 nollstéllen i R och C: z(x — 1)(2? — 2)

(c) 2 nollstillen i Q och R men 4 nollstillen i C: x(x — 1)(2? + 1)

(d) 1 nolistdlle i Q, 2 nollstillen i R och 4 nollstillen i C. Finns inte: de
reella losningarna kommer i par (tink pa roten i pg-formeln). En kvadratisk
ekvation kan inte ha en rationell och en icke-rationell rot.

4. Lit z =1 — i vara ett komplext tal.
(a) Skriv z pd poldr form.



(b) Rita z i det komplexa talplanet och forklara hur potenser z™ kan ligga for
olika naturliga tal n.

(c) Skriv 2°9 pa bade polir form och pd formen a + bi dir a och b dr explicit
angivna (innehdller inte nagra trigonometriska funktioner).

(a) Absolutbeloppet for z ér |2| = V12 + 12 = /2 och argumentet #r t.ex. —m /4
eller 77 /4. Déarmed blir z pa polar form:

2= V2 |oos (=) +isin (=7 )] -

(c) Vi far fran de Moivres formel att

2% = (v2)% [Cos <—QZ7T> + isin (-93”)] .

997 %67 + 5% 5% ) 57 1
—— =-26m+ —, cos| — | =sin|{ — | =——=
4 4 P\ ) T /2

och (v/2)% = 249y/2. Dérmed far vi att

2% = 219,/2 [COS (T) + 7sin (if)]

99 _ _o49 _ 949,

Vi har att

pa poléar form och
z

pa formen a-+bi.



