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Kapitel 1

FUNKTIONER OCH
FUNKTIONSBEGREPPET

Ovning A Vad #r en funktion?

e Nedan foljer beskrivningar av vad en funktion &r for nagot, tagna ut olika ldrobdcker.
Diskutera vilken syn pé funktioner de olika beskrivningar ger:

— M2a, gymnasiebok: Inom ett exempel om pris for bilhyra: Om kostnaden beteckas
K, géller att “K &r en funktion av x.” Vi kan skriva att K = 580 + 15x. Eftersom
K beror av z kan vi skriva K = 580 4+ 15x. K (z) utlises “k av 2 eller “ka”. Lagg
mérke till att K (8) &r ett skrivsétt. Det &r inte en multiplikation! Vanligast ar att
anvinda bokstaven f, som i ordet funktion.

— M1b, gymnasiebok: Ordet funktion betyder samband. En funktion kan vara nagot
helt vardagligt som t ex att telefonrdkningen beror pa hur mycket du ringer. Ofta
beskrivs funktioner med hjéalp av formler, tabeller och grafer.

— Mlec, gymnasiebok, Definition. En funktion ar en regel som till varje tillatet z-
vérde ger precis ett y-varde. D& ar y en funktion av x.

— Vretblad- Ekstig, s.82: Lat A och B vara tva icke tomma méngder. En funktion
fran A till B ar en regel som till varje element x i A ordnar exakt ett element i
B. Detta senare element kallas bilden av x genom f och skrivs f(x).

e Skriv ner fem exempel pa funktioner, sa olika som mojligt.

e Testa funktionsladorna (om kartongerna &r pé plats i salen): vélj en funktion (en kar-
tong), se vad det ar for funktion utan att visa det for dina kamrater, lat dem testa olika
viarde och gissa vilken funktion de var. Hitta gérna péa egna funktioner.
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6 KAPITEL 1. FUNKTIONER OCH FUNKTIONSBEGREPPET

Ovning B Olika uttrycksform for en funktion

En funktion uttrycker ett samband mellan olika saker. Detta kan visas upp péa olika satt

e Med en bild (Cartesisk graf eller annan typ av ritning)

e Med ord som beskriver hur funktionen verkar,

e Med tal: genom en véardetabell (som visar nagra eller alla méjliga vérden),

e Med en algebraisk formel.

Har ger jag nagra exempel, i den ena eller den andra formen. Precisera rimliga definitions-
méngd och vardeméngd for varje exempel. Forsok att beskriva samma funktion pa alla de
andra former som passar. Vissa sitt passar inte alla funktioner! Kan du hitta en invers till

nagra av funktionerna? (dvs en funktion som “gor ogjort” vad funktionen har gjort, som tar
utvirdet och ger invérdet)

r—3r+5

e Arean av en kvadrat med given sidlangd

y=vz
e Hir ar en vérdetabell dar varje tal i den &versta raden avbildas till det tal som ligger
under (0 eller 1)

12345678910 ...
0101010101 ...

Valj nagra djur. For varje djur, ange dess laten.

Ovning C

Ange namn pa varje egenskap som beskrivs nedan, diar f &r en funktion fran méngden A till

méngden B: (2p)
eVbe B, (Jac A: f(a)=0) FAar oo
e Vr,ye A, (x>y= f(x) < f(y)) FAar oo
e Va,ce A, (f(a)=f(c)=a=c) far oo
e dJbe B, (Vac A, f(a)=0) Far .o



Ovning D

Numeriska funktioner kan ha olika egenskaper. Forsok formulera definitioner for féljande egen-
skaper i logiska termer.

e vixande,

e avtagande,

e jamn (grafen ar symmetrisk med avseende pa y-axeln),

e udda (grafen dr symmetrisk med avseende pa punkten i origo),
e begrénsad,

e obegransad.

Ovning E

Ga tillbaka till de exempel pa funktioner fran évningarna ovan

Vilka ar injektiva funktioner ( dvs att tva olika invéarde alltid leder till olika utvérde)?

e Vilka ar surjektiva (dvs att alla mojliga utvérde uppnas).

Vilka &r bijektiva (dvs bade injektiva och surjektiva)?

Vilka funktioner gar att sdtta samman (det som kommer ut fran den ena stoppas in i den
andra och man betraktar det hela som en enda funktion)? Vad blir sammanséttningen?

Vilka har en invers funktion? Hur kan du formulera den inversa funktionen?

Ovning F

Hitta exempel déar man anvénder en variabel pa de olika sdtten som anges i 3UV-modellen
(se artikel dnkad fran kurshemsidan, Ursini-Trigueros, A model for the uses of variable in
elementary algebra).
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Kapitel 2

TALSYSTEM — POSITIONSSYSTEM

Rékning &r en mycket gammal ménsklig aktivitet som troligen fanns redan i bérjan av var
civilisation®. Det &r ocksa troligt att forst hade man rédkneord motsvarande ett, tva mojligen
tre foremal och allt som 6verskred den grinsen uppfattades som “manga". Det finns en mycket
intressant forskning som visar hur smé barn uppfattar t ex fyra foremall. Man kan forestilla
sig att nér det giller rakning aterspeglar barnens utveckling den process som for linge sedan
var en del av civilisationens framsteg. Olika kulturer utvecklades pa olika sétt nér det géller
formagan att rdkna och framfor allt kunna uttrycka tal bade skriftligt och muntligt.

Vart sétt att skriva tal har sitt ursprung i Indien och kom till Europa i borjan av 1100-talet
genom kontakterna med den arabiska civilisationen. Da Oversattes fran arabiska till latin en
bok av den arabiske matematikern al-Chwarizmi (eller al-Khwarezmi) som skrevs néra 300
ar tidigare. Boken fick titeln “Liber Algorithmi de numeris Indorum". Denna bok beskriver
just vart nuvarande positionssystem som bygger pa bas 10 och som skapades i Indien troligen
mellan 400f.Kr och 600f.Kr. En mycket stor betydelse for spridningen av vart sétt att skriva
tal hade boken “Liber abaci” av en italiensk handelsman och matematiker Leonardo Fibonacci
(kénd som Leonardo fran Pisa). I denna bok, som kom ut ar 1202, skriver forfattaren “Det
finns nio indiska tecken: 9,8,7,6,5,4,3,2,1. Med hjdlp av dessa tecken och tecknet 0, som
pa arabiska kallas “sifr”, kan man skriva vilket tal som helst.” Indierna kallade nolltecknet
for “sunja", vilket betyder “tom"(tom plats mellan siffror). I Europa éversattes termen till
“nullus", vilket pa latin betyder “intet".

Vad betyder ordet “positionssystem” och varfor siger man att det ar “decimalt" (eller att dess
bas ar 10)? Vi har som bekant 10 siffror, vilket antyder att 10 spelar en speciell roll for vart
talsystem. Sambandet med 10 &r dock mycket djupare — varje tal kan skrivas som en summa
av potenser av 10 och varje siffra sidger vilken potens och hur manga ganger ingar den i talet.
T ex har vi

“efter en text av Juliusz Brzezinski
fSe t ex artikeln “Att utveckla smé barns antalsuppfattningiv Elisabet Doverborg och Ingrid Pramling
Samuelsson i Namnaren Tema “Matematik fran borjan", NCM, Géteborg 2000.
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10 KAPITEL 2. TALSYSTEM — POSITIONSSYSTEM

248=2-100+4-10+8

dvs 248 dr summan av 2 stycken 10? = 100, 4 stycken 10' = 10 och 8 stycken 10 = 1.
Positionen av varje siffra sdger vilken potens av 10 svarar mot denna. Nar man gar fran hoger
till véinster ckar tiopotensen med 1 s att lingst till hoger har vi enheter (109 = 1), dérefter
tiotal (10! = 10), hundratal (102 = 100), tusental (10® = 1000) osv. Talet 2506 kan skrivas
som

2506 =2-10% +5-10>+0- 10" +6.

Observera att man vanligen utelimnar 10° och man inte behover skriva termer som svarar
mot siffran 0.

Det svaraste steget i samband med konstruktionen av vart talsystem var just inférandet av
siffran 0. De dldsta dokument som innehaller taltecken &r mer &n 6000 ar gamla. Det tog mer dn
4000 ar innan man kom pa tanken att kunna uttrycka alla tal med hjélp av “vanliga siffrorch
det som i vart talsystem &r siffran 0. Det finns onekligen en psykologisk svarighet relaterad
till acceptansen av siffran och talet 0. Vi dgnar en 6vning nedan at den problematiken.

Vart talsystem é&r ett resultat av en mycket lang och invecklad historisk utveckling. Lat oss
notera att det finns kulturer som kom fram till andra talsystem med andra baser &n 10. T ex
har Mayaindianerna utvecklad ett system som i princip bygger pa bas 20. Det finns dven idag
kulturer pa 6ar i nérheten av Nya Guinea som anvinder talsystem uppbyggda kring bas 5.
4000 f.Kr. hade sumererna, som bodde i i delar av dagens Irak, ett talsystem som byggde pa
bas 10. 1500 ar senare forvandlades detta talsystem inom samma geografiska omrade till ett
system med bas 60 som dr mycket battre kint tack vare talrika utgravningar (uppdelningen
av timmar i minuter och minuter i sekunder &r troligen en kvarleva av detta system). Det finns
mycket intressanta teorier om orsaker till denna férvandling. Under historiens gang fanns olika
idéer om att ersatta vart decimala system med ett system med bas 12. Bland annat var Karl
den XII en varm anhéngare av en sadan forandring (ett system med bas 12 kan sparas i olika
sammanhang — vilka?).

Vi ger exempel pé andra positionssystem i samband med &vningen nedan.

Ovning A

1. Skriv ditt fodelsear och din alder med hjélp av det Egyptiska talsystemet och av det
Babylonska talsystemet (se bilderna nedan). Det Babylonska talsystemet har bas 60,
men skrivs med hjéalp av bara tva symboler: ettor och tior.

2. Skriv talen 23054 och 675003 som summor av tiopotenser med motsvarande siffror som
koefficienter.
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Figur 2.1: Egyptiska tal: ett additivt system med bas 10

I n YA

1 10 100 1000 10,000 100,000 1,000,000

Figur 2.2: Babylonska tal: ett positionssystem med bas 60

T W wmMmP W WP <

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
VY W é
11 12 59
Example:

356 = 1 TV *(‘«W

(3756=1*60° + 2 * 60 + 36)
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3. Fundera over skillnaden mellan anvindningen av termer “siffra” och “tal". Ar t ex 2 en
siffra, ett tal eller badadera (beroende pa sammanhang)?

4. Varfor kan talet 0 (siffran 0) skapa ett psykologiskt problem nér det introduceras? Kan
associationer av typen “noll &r det ingenting"(citat tagen fran en ldrobok till forsta
klassen) bidra till detta?

5. Romerska siffror som fortfarande anvinds ganska ofta vécker associationer till en annan
bas dn 10. Vilken? Forsok motivera Din bedomning!

6. Datorer anvinder s k binért positionssystem. Dess bas ar 2 i stéllet for 10. Detta system
ar speciellt lampligt for datorer darfor att varje tal kan skrivas med hjélp av enbart tva
siffror — 0 och 1%, Datorer “forstar"inmatningen av ett sadant tal som en sekvens av
signaler som svarar mot tva olika tillstdnd (impuls och avsaknad av impuls eller en svag
impuls och en stark impuls). I stéllet for potenser av 10 anvénds potenser av 2. T ex ar
i det binéra systemet:

11101 =1-2*+1-22+1-22+0-2' + 1.

Vi har alltsa 11101 =124 +1-2%+1-2°40-24+1=16+8+4+ 1 = 29. Ibland skriver
man (11101)y = 29 dvs man skriver basen 2 som index. Observera att vi skriver 2 i
stillet for 2! och vi uteldimnar 2° = 1 i notationen. Skriv talen (11011)3 och (110011)y
i tiosystemet.

Vad vinner man och vad férlorar man i det binéra systemet i forhallande till det deci-
mala?

7. Forsok skriva talen 51 och 95 i binédra systemet.

8. Talens namn i olika sprak tyder pa att for lange sedan anvdnde man andra positions-
system. Ta reda pa t ex rékneord for 80 i danskan (och eventuellt franskan). Vilket
positionssystem kunde paverka dagens termer?

Divisionsalgoritmen for heltal kan ocksa anvandas for att uttrycka tal i olika positionssystem.
Som bekant anvinder vi bas 10 for att skriva tal. Detta innebér att t ex 128 = 1-102+2-10+8,
6405 = 6 - 103 +4 - 10> 4 0- 10 4+ 5 osv. Vara erfarenheter av decimalsystemet siger att varje
naturligt tal N kan skrivas entydigt pa formen:

(%) N = a10% + a5_110"1 + -+ + 4110 + ao,

dar ag, ai,...,a; ar talets N siffror dvs 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Vart positionssystem ar langt
ifran unikt. Man vet t ex att i Babylonien for flera tusen ar sedan anvinde man ett positions-
system med bas 60 (uppdelningen av timmar i 60 minuter och minuter i 60 sekunder &r ett arv

iBiniira systemet anviinds ocksd av vissa stammar i Mikronesien. Om detta vittnar termer: 1 “ke-yap", 2
“pullet", 3 “ke-yap-pullet", 4 “pullet-pullet". Tyvérr kallas allt som &r storre &n 4 “mycket". Jfr artikeln om
barnens antalsuppfattning som citeras i bérjan av denna 6vning.
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fran den tiden). Inkaindianerna anvénde bade bas 5 och 10, mayaindianerna daremot anvinde
“vigesimalsystemet” dvs bas 20. De franska rdkneorden for ocksa tanken till bas 20. Moderna
datorer anvinder oftast baser 2, 8 och 16. Vad betyder dessa pastaenden? De séger att i stéllet
for 10 i likheten (%) ovan kan man anvianda ett helt godtyckligt naturligt tal b > 1. Det enda
som forédndras ar att siffrorna a; ar da 0,1,...,b — 1.

Forst visar vi ett exempel som illustrerar hur man kan skriva om ett heltal fran bas 10 till en
annan bas. Darefter visar vi den allménna satsen om representationer i godtyckliga baser.

(2.1) Exempel. (a) Vi skall skriva talet 97 i bas 5. Man dividerar 97 med 5 och dérefter
upprepar samma procedur med kvoten osv:

97 =5-19 + 2,
19=5-3+4,
3=5-0+3.

Resterna nerifran uppéat ger siffrorna i bas 5 dvs

97 =3-52+4-5+2.

Alltsa &r 97 i bas 5 lika med 342. Man brukar skriva: 97 = (342)5. Hur kan man motivera
denna procedur? Det récker att gora inséttningar (vi skriver den understrukna faktorn forst):

97=19-54+2=(3-5+4)-54+2=3-5°4+4-5+2=3-52+4-5+2.

(b) Vi skall skriva talet N = 29 i bas 2. Siffrorna i bas 2 &r endast tva: 0 och 1 (datorer bygger
pé den enkla formen!). Vi anvinder divisionsalgoritmen flera ganger:

20=12-14+1,

14=2-7+0,

7T=2-341,
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3=2-1+1,

1=2.-0+1.

Tittar vi pa resterna nerifran uppat far vi siffrorna i bas 2 dvs 29 = (11101)2 dvs

20=1-24+1.-224+1-2240-2+41.

Precis som i forsta fallet gor vi inséattningar:

20=14-24+1=(7-2)-2+1=7-22+1=

(3-2+41)-224+1=3-224+1-2241=(1-24+1)-224+1-2241=

1-2241-2241-2240-2+1.

Nu visar vi var allménna sats:

(2.2) Sats. Lt b > 1 vara ett naturligt tal. D kan varje naturligt tal N skrivas entydigt pd
formen

N = akbk + Gk_lbk_l + -+ aib—+ ap,

ddr “siffrorna” ag, a1, as,...,ar ar naturliga tal och 0 < a; < b.

Bevis. Vi visar satsen med matematisk induktion med avseende pa N. Om N < b sa ar
pastaendet klart — vi har N = ag. Lat oss anta att satsen ar bevisad for alla naturliga tal
mindre &n N > b. Vi visar satsen for talet N. Lat b* vara den storsta potensen av b som inte
ar storre an N dvs b¥ < N och N/b* < b. Enligt divisionsalgoritmen &r

N=vg+r,
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dir 0 < r < bF och 0 < ¢ < b. Kvoten ¢ och resten r definieras entydigt av N. Nu betecknar
vi ¢ med aj. Men r < b* < N sa att enligt induktionsantagandet kan vi skriva

r=ap_1b"' + -+ a1b+ ao,

déar 0 < a; < b, vilket bevisar satsen. O
Ovning B
Att gissa ett tal. Forsok forklara hur man gissar de tre talen x, y och z i féljande

sifferlek:

Ténk pa ett tal mellan 0 och 9 (ség, z);
Multiplicera talet med 2;

Addera 1;

Multiplicera med 5;

Addera ett annat tal mellan 0 och 9 (sig, y);
Multiplicera med 10;

Addera ett annat heltal mellan 0 och 9 (ség, z);
Vilket tal har du fatt?

Lat oss anta att talet som man har fatt &r N. Rdkna ut N — 50. Siffrorna i detta tal &r
just x,y och z (i denna ordning). Testa med Dina gruppkamrater!

Ovning C

1. Skriv talen 555 i det binéra systemet (dvs i bas 2) och i det hexadecimala systemet (dvs
i bas 16). Kan Du forklara férdelar och nackdelar i samband med anvéndningen av olika
baser?

Anmairkning. I det hexadecimala systemet anvénds oftast A, B, C, D, E och F for att
beteckna siffrorna 10,11,12, 13,14 och 15.

2. Skriv i vart vanliga decimala system talen (1234)5 och (1234)g.

e Se dven Vretblad-Ekstig, avsnitt 2.6 och tillh6rande 6vningar.
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Kapitel 3

KOMPLEXA TAL

Ovningens syfte &r att bekanta sig med komplexa tal. De komplexa talen, som &r en utvidg-
ning av de reella talen, kom till pa 1400-talet da man forsokte losa kvadratiska ekvationer
somtex 22+1=0, 22 —2z+2 = 0 osv. Man kiinde redan till existensen av en allmén formel
for kvadratiska ekvationer:

22 +pr+qg=0

har tva reella 16sningar

[2 2
p p p p
= —— — —_—— h = —— —_——
T 5 1 q och zo 9 + 1 q

om bara diskriminanten A = p? —4¢ > 0 (om A = 0 sa ir uttrycket under rottecknet i

l6sningarna lika med 0 sa att det finns en sé kallad dubbelrot x1 = x5 = —g).

Om man t ex forsoker 16sa ekvationen 22 — 2z +2 = 0 i enlighet med dessa formler sa far man

z1=1—+v—1, 29=1++v—1.

Detta verkar vara meningslést, men om man betecknar /—1 = 4, accepterar att 2 = —1 och
satter in t ex x1 1 ekvationen sa far man

VL =(1-i)?-2(1-4)+2=1-2i+i*-2+2i+2=0=HL,

dvs x1 satisfierar ekvationen. Aven xo ar en “losning”. Observera att vi inte bara har accepterat

17



18 KAPITEL 3. KOMPLEXA TAL

symbolen i och dess egenskap i2 = —1, utan ockséa de vanliga riknelagarna for “de gamla talen”
i samband med t ex kvadrering. Under 1400-talet och i bérjan av 1500-talet borjade man 16sa
kvadratiska ekvationer och dven ekvationer av hogre grad med dessa nya tal. Tank Dig ett
barn som endast kdnner till de naturliga talen och plotsligt kommer i kontakt med ett problem
som leder till ekvationen 2z = 1 (att dela nagot i tva lika delar). Da dyker ett behov upp av
ett nytt tal % Det var ungefér samma situation, fast pa en mer avancerad niva, som ledde till
komplexa tal.

Det tog drygt 300 ar innan man kom underfund med en helt tillfredsstéllande definition av de
komplexa talen som fran borjan definierades som: uttryck pa formen

a+bi, dir a,beR och 2= —1.

a kallas vanligen realdelen och b imaginardelen av z. Vi bekantar oss med den formella
definitionen i avsnittet om “Talsystem”. I detta avsnitt kommer vi att arbeta med komplexa
tal precis som man har arbetat med dessa tal under flera hundra ar genom att acceptera
definitionen ovan.

Observera att tva komplexa tal a+ bi och ¢+ di betraktas som lika d& och endast d& a = ¢ och
b = d. Man utfor alla vanliga operationer: addition, subtraktion, multiplikation och division pa
precis samma sitt som for vanliga reella tal — det enda som tillkommer #r villkoret 2 = —1.
Syftet med denna Gvning dr att bekanta sig med de grundliggande egenskaperna hos de
komplexa talen:

de fyra rakneséatten,

konjugat och absolutbelopp,

geometrisk tolkning av komplexa tal,

poldr framstéllning,

16sning av ekvationer: kvadratiska och binomiska,

enhetsrotter.

Vi foljer Kapitel 6 i Vretblads bok.

Ovning A

1. Los foljande uppgifter i Vretblads bok: 6.2, 6.4, 6.5.

2. Lat z1 = a1 + b1t och zo = ag + bot beteckna tva komplexa tal. Hur definieras summan
21 + 2o, skillnaden z; — z9, produkten z1z9 och kvoten ‘% (hér antas z # 0)7 Skriv ut
definitionerna med ledning av avsnitt 6.2 i Vretblads bok.



19
Ovning B

1. Lat z = a+ bi. Vad menas med det konjugerade talet z (se avsnitt 6.2 i Vretblads bok).
2. Lat z = 3 + 5i. Berékna Z.

3. Lat z, z1, 20 beteckna komplexa tal. Bevisa formlerna:

Ovning C

1. Lat z = a + bi. Vad menas med absolutbeloppet |z|?

2. Lat z, z1, zo0 beteckna komplexa tal. Bevisa formlerna:
(a) |2]* = 2z,
(b) 2| = I2],
(c) |z122| = [21]|22],

Ledning. Kvadrera likheten och anvénd (a)!
(d) 2| = 2 (22 #0).

3. Beriikna tva heltal k, [ sa att (232 + 35%)(102 + 100%) = k2 + (2. Anviind komplexa tal
och (c). Kan Du generalisera Ditt resultat?

28
22

4. Los foljande uppgifter i Vretblads bok: 6.9 ¢), d), e), f).

Ovning D

Man tolkar det komplexa talet z = a + bi som punkten (a,b) i ett vanligt ratvinkligt
koordinatsystem (se avsnitt 6.4 i Vretblads bok). Man identifierar z med punkten (a, b)
— man séiger ofta “punkten z” om (a,b). Ibland vill man se talet z som en vektor — oftast
fran (0,0) till punkten (a,b).

1. Rita ett ratvinkligt koordinatsystem och tolka geometriskt féljande tal:

(a) z=a+ bi och Z = a — bi (forsok beskriva deras lage i forhallande till varandra);

(b) Rez = a, Imz = b och |z| = Va® + b%. Kan Du se ett samband mellan |z| och en
kand sats?

(c) z1 4+ 22 d& 21 = a + bi och zo = ¢+ di. Tolka dérefter |z + 22|, |21] och |z2];

Ledning. Summan z; + 25 svarar mot diagonalen i den parallellogram som har sina hérn
i (de punkter som svarar mot) (0,0), 21, z2 och 21 + z2.
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2. Kan Du forklara hur triangelolikheten |z; + 22| < |z1| + |22| kan tolkas geometriskt

med hjélp av forra uppgiften? (for ett algebraiskt bevis av denna olikhet se boken eller
foreldsningsanteckningar).

. Hur tolkas z; — 2z d& z; och z uppfattas som vektorer fran (0,0) till punkterna z; och

z9? Anvind samma bild som i forra uppgiften. Hur tolkas |21 — 22|? Lat z1 = a + bi,
z9 = ¢+ di och skriv ut |z; — 29| — kéinner Du igen en kénd formel?

4. Los ovningar 6.41 a), b), ¢), f) i Vretblads bok.

Ovning E

1. Betrakta figuren

b z=a+bi

och forklara varfor a = |z| cos 6 och b = |z|sin 6. Vi forutsétter att z # 0.

Anmairkning. Vinkeln 6 kallas ett argument for z och betecknas 6 = arg z. Ofta viéljer
man denna vinkel sa att 0 < 6 < 2. Om 6 &r ett argument, sa ar bade 6 427 och 6 — 27
argument for z. Man kan skriva

z=a+bi=|z|(cos 0 + isin 0).

Den sista framstéallningen kallas polar form.

. Skriv pa poléar form

(a) z =141,
(b) z = V3 +i.

. Lat 21 = |z1](cos 61 +isin 01) och zo = |22|(cos 02 +isin #3) vara komplexa tal pa polér

form. Berékna produkten zjzs och kvoten j—; Skriv dessa tal pa polar form. Forklara
vad som hédnder med beloppen och med argumenten d& man multiplicerar eller dividerar
tva komplexa tal (se avsnitt 6.4 i boken).

. Los uppgift 6.33 i Vretblads bok.

. Tolka geometriskt forhallandet mellan ett komplext tal z # 0 och talet 727
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6. Om z = |z|(cos @+ isin 0), sa &r 2" = |z|"(cos nb + isin nh), vilket kallas de Moivres
formel (se Vretblads bok avsnitt 6.4). Los med hjélp av denna formel uppgifterna 6.73,
6.38 och 6.39 a) i boken.

Ovning F

Kvadratrotter och kvadratiska ekvationer.

1. Vad menas med beteckningen /—1? Los ekvationen 22 = —17?

Anmirkning. Med v/a + bi menas vanligen en godtycklig 16sning till ekvationen z? =
a + bi. Denna ekvation har tva olika I6sningar om a + bi # 0. Ibland fixerar man en
16sning genom lampliga villkor. Man skriver mycket ofta +/—1 for att just beteckna talet
i (och ej —1i).

. Berékna:

(a) V3 +4i,

(b) /7 — 24i (se boken om Du vill),
(c) Vi

. I borjan av detta kapitel finns allménna formler for 16sningar av kvadratiska ekvationer.
Anvénd dessa formler for att 16sa ekvationerna 6.53 och 6.56 i Vretblads bok.

Ovning G

Binomiska ekvationer. Ekvationerna av typen z" = A, dar A ar ett komplext tal,
kallas binomiska. Lis om dessa ekvationer i avsnitt 6.6 i boken. Om A = |A|(cos « +
isin ) s& ges alla l6sningar pa formen

a+2rk . o+ 2rk
zi, = V/|Al(cos Tﬂ + sin Tﬂ),

dir k=0,1,...,n— 1.

. Los ekvationen z* = —16. Se exempel 1 i avsnitt 6.6. Lis noga. Anvind formeln ovan

for att losa denna ekvation.

2. Los ekvationen 22 = 2i — 2.

Ovning H

Enhetsrotter. Losningarna till ekvationerna 2™ = 1 kallas enhetsrotter. Dessa kom-
plexa tal har manga anméarkningsvarda egenskaper och spelar en stor roll i matematiken.

1. Berdkna enhetsrotterna for n = 2, 3,4, 5,6 och tolka dessa komplexa tal geometriskt (en

bild for varje n).
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2. Berikna summan av alla fjirde enhetsrotter dvs alla losningar till ekvationen z* = 1.
Visa att Ditt resultat kan generaliseras (studera enhetsrétterna i uppgiften ovan).

3. Rita enhetscirkeln i det komplexa planet och vilj en godtycklig punkt a pa denna cir-
kel. Lat 21, 22, 23, 24 beteckna 16sningarna till ekvationen z* = 1. Berdkna summan av
kvadraterna av avstanden mellan a och z; dvs summan

|21 — a|2 + |29 — a|2 + |23 — a|2 + |24 — a|2.

Forsok generalisera Ditt resultat till enhetsrotterna 2™ = 1 for godtyckliga n.

Foljande 6vningar i Vretblads bok rekommenderas:

Vretblad: 6.9, 6.17, 6.57, 6.63, 6.65, 6.78, 6.81, 6.82, 6.83.



Kapitel 4

MATEMATISK INDUKTION

Syftet med denna Gvning dr att introducera en av de viktigaste bevismetoderna i matema-
tiken — matematisk induktion. Termen “induktion” &r lite olycklig darfor att matematisk
induktion &r en i hogsta grad deduktiv metod. Men faktum é&r att ett bevis med hjélp av
matematisk induktion mycket ofta baseras pa vanlig induktion dvs en serie av matematiska
experiment som leder till en generalisering — man formulerar en férmodan (en hypotes) och
dérefter ger man ett stringt bevis med hjélp av matematisk induktion. Vi skall exemplifiera
bevis med matematisk induktion nedan. Du kan ocksa lasa avsnitt 4.2 i Vretblads bok.

Vi borjar med ett exempel for att darefter formulera induktionsprincipen.

Exempel. Undersok vilka belopp som kan betalas med tvakronors— och femkronorsmynt (t
ex i Danmark finns det siddana). Formulera en formodan och ge ett bevis.

Losning*. Vi har redan sysslat med den uppgiften i Ovning 3. Det #r klart att beloppen 1
krona och 3 kronor inte kan betalas. Men det verkar som att varje belopp storre &n 3 kronor
kan betalas med givha mynt (4=2-2,5=5-1,6=2-3,7=2-1+5-1 osv.). Vi formulerar
detta som var formodan och forsdker ge ett bevis. Vi antar att ett belopp pa k kronor, dér
k > 4 kan betalas dvs

k=2x+ by

dvs k kronor betalas med x tvakronorsmynt och y femkronorsmynt. Nu vill vi visa att dven
beloppet pa k + 1 kronor kan betalas med dessa mynt.

Vi resonerar s hiar. Om antalet av femkronorsmynt dr minst 1 dvs y > 1 sa ersétter vi ett
sadant mynt med 3 stycken tvakronorsmynt (i stéllet far vi 6 kronor). I matematiska termer
betyder det att

*Uppgiften kan losas pa flera andra satt.

23
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kE+1=2(x+3)+5y—1).

Om déremot y = 0 dvs man betalar k& = 2z kronor med enbart tvakronorsmynt, s& maste
x > 2 (ty k > 4). I sidant fall ersitter vi tva stycken tvakronorsmynt med en “femma”. I
matematiska termer:

k+1=2z—2)+5

Alltsa géller implikationen:

Om ett belopp k kronor kan betalas och k > 4, sd kan beloppet k + 1 kronor betalas.

Nu drar vi slutsatsen att varje belopp pa minst 4 kronor kan betalas med tva— och femkro-
norsmynt. Vi vet namligen att 4 kronor kan betalas och méjligheten att kunna betala k kronor
med k > 4 implicerar mojligheten att kunna betala nésta belopp pa k + 1 kronor. O

Resonemanget ovan &r just ett exempel pa matematisk induktion. Induktionsprincipen
fungerar pa foljande sitt. Man har en foljd av pastaenden Py, Py, Ps, ..., Py, ... (i vart exempel
ovan ar pastaendena: P, = “4 kronor kan betalas med givna mynt’, Py = “5 kronor kan betalas
med givna mynt’, Ps = “6 kronor kan betalas med givna mynt’ osv.). Induktionsprincipen
sdger foljande:

Lat Py, Pa, ..., Py, ... vara en foljd av pastdenden sidan att
1. det forsta pastaendet Py dar sant
och

2. for varje k > 1 gdller implikationen: om pastiendet Py, dar sant sa dr pdstiendet Pyiq
ocksa sant.
Da dr alla pastaenden P, forn=1,2,3,... sanna.

Slutsatsen bygger pé foljande resonemang: P ar sant. Att P; dr sant medfor att P, ar sant.
Alltsa ar Py sant. Att Py ar sant medfor att Ps ar sant. Alltsa ar Ps sant. Att P ar sant medfor
att Py ar sant. Alltsa &r Py sant osv. Vi sluter oss till att P, ar sant for allan =1,2,3,....

Denna motivering ar inte ett bevis av induktionsprincipen som &ar en mycket viktig egenskap
hos de naturliga talen. Diskussion om denna princip kan du ldsa mer om i Vretblads Ap-
pendix 1 om de naturliga talens egenskaper. Innan vi 6vergar till 6vningar lat oss notera att
ett bevis av implikationen “om Py gdller sa gdller Pyy1” kallar man for induktionssteget.
Forutsattningen att P géller kallas vanligen induktionsantagandet.

Det finns flera enkla modifikationer av induktionsprincipen. Vi moter dessa modifikationer i
olika bevis. Vi ger exempel pa ett antal mycket vanliga tillimpningar av induktionsmetoden
i samband med 6vningar nedan. Vi diskuterar ocksé andra exempel pa foreldsningen.
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I forsta hand forsok l6sa uppgifterna A — G, I. Du kan hoppa 6ver H.

Ovning A
1. Man berittar ofta foljande hindelse ur C.F Gauss T liv. Gauss matematiklirare ville
sysselsédtta sina elever under en langre stund. Han beordrade dem da att berikna summan
av alla naturliga tal fran 1 till 100 dvs summan:
100
D i=1+2+3+--+100.

=1

Gauss, som da var 8 ar gammal, kom med sin 16sning efter en kort stund — summan ar
lika med 5050. Gauss tédnkte sa hir. Betrakta i stéllet tva summor:

S(100) =142+ 3+ -+ 99 + 100

och

5(100) = 100 + 99 + 98 + -+~ + 2 + 1.

Nér man parar ihop motsvarande termer (forsta med forsta, andra med andra, osv) sa
far man 100 par och summan i varje par ar 101. Alltsa ar

2.5(100) = 100 - 101.

Detta ger

1
S(100) = 510100 = 5050.

2. Forsok generalisera Gauss metod och skriv ut formeln for summan

n

Sn)=Yi=1+2+--+n

i=1

av n efterféljande heltal.

TCarl Friedrich Gauss (30/4 1777 — 23/2 1855) var en av de mest framstaende matematikerna genom
tiderna. I sin doktorsavhandling (1799) sysslade han med polynomekvationer och visade en mycket viktig sats
som ibland kallas “algebrans fundamentalsats” (idag snarare polynomalgebrans fundamentalsats”). Hans mest
kénda verk heter “Disquisitiones Arithmeticae” (1801) och handlar mest om talteori. 17 ar gammal visade
Gauss hur man kan konstruera en regelbunden 17-hérning med passare och linjal. Detta avgjorde hans val
mellan matematik och lingvistik som var ett annat av hans stora intressen. Gauss sysslade ocksa med fysik
och astronomi.
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3. Betrakta foljande bild och anvénd den for att bevisa formeln for S(n) i enlighet med
Gauss idé (bilden svarar mot n = 5):

4. Ge ett bevis av formeln for S(n) med hjilp av matematisk induktion.

Ovning B

1. Betrakta foljande bilder och rékna ettorna i varje tabell pa tva olika sétt: dels i hela
kvadraten och dels som summor av ettorna i varje “L-formad vinkel” som du kan dela
uppp kvadraten i.

11111
1 11 Lo 11111

11 1111
1 11 1 11 1111 11111
1 11 1111 11111
1 1111

Vilka formler for antalet ettor i varje kvadrat far man? Kan Du generalisera resultaten
till en formel giltig for varje n x n — kvadrat?

2. Forsok nu ge ett induktivt bevis (dvs ett bevis med hjélp av matematisk induktion) for
Din formel.

Ledning. Detta bevis finner Du som exempel i slutet av detta kapitel eftersom det &r
vart forsta exempel pa ett bevis av en likhet mellan tva uttryck. Men forsok forst att
skriva ett bevis pa egen hand. Liknande exempel foljer nedan.

Ovning C

1. Studera summor

Z:121+1 T 12723734 T Tam+)
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for n = 2,3,4,5. Stéll upp en férmodan och bevisa Ditt pastaende med matematisk
induktion.

2. Observera att

1 1 1

i(i+1) i i+1

och utnyttja likheten till att bestdmma en formel fér summan ovan.

Ovning D
1. Bevisa med matematisk induktion att

Zi(z’—l—l):1-2+2-3+3.4+...+n,(n+1):”(”+ ;(TH‘ ).

i=1

2. Man definierar n! =1-2---n (man utléser symbolen n! som “n fakultet”). Visa att

n
»ivil=1-1142-2143 -3+ +n-nl=(n+1)! -1
=1

Ovning E

Matematisk induktion anvédnds mycket ofta for att bevisa olikheter. Vi dgnar denna
Ovning at olikheter.

1. Studera beviset av olikheten 3" > n3 da n > 4 i Vretblads bok pa sid. 106.

2. Bevisa pa liknande sitt olikheten 2" > n? da n > 5.

Ovning F

1. Betrakta talfdljden 1,3,6,10,15,.... Kan Du skriva ut nagra efterféljande tal?

2. Lat ap beteckna k—te talet i foljden dvs a1 = 1, as = 3, ag = 6 osv. Ange sambandet
mellan apy1 och ag da k > 1.

Anmairkning. Lat a;,a9,...,a, agy1 ... vara en talfoljd. En formel som uttrycker agqq
med hjélp av a;, (ibland &ven tidigare termer som t ex aj_1) kallas en rekursionsformel
(se exempel i Vretblads bok, avsnitt 4.3.

3. Kan Du uttrycka a,, med hjilp av n? Forsok! Svaret finns pé slutet av detta kapitell.
Bevisa Din formel med matematisk induktion.
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4. Lo6s uppgift 4.47 i Vretblads bok. Observera att man hér méste anvinda en modifikation

av induktionsprincipen: Man kontrollerar att de tvd forsta pastaendena Py och Py gdller.
Darefter visar man implikationen: for varje k > 1, om Py och P41 gdller sa gdller ocksa

P ya.

Ovning G

. LatT, =6"—1dan=1,2,3,....dvs T} =6'1—1=5,T, =6°—1 = 35,13 = 63—1 = 215

osv. Man observerar litt att alla dessa tal dr delbara med 5. Ar det sant for varje n?
Visa Ditt pastaende med matematisk induktion.

Ledning. Eftersom detta ar var forsta uppgift som handlar om tilldimpning av induktion
pa delbarhetsegenskaper visar vi en losning i slutet av denna stencil. Men forsok 16sa
uppgiften sjalv innan Du tittar pa losningen.

. For varjen =0,1,2,3,... ir talet T;, = 7" — 1 delbart med 6.

Anmairkning. Observera att vi numrerar talen fran 0 (i Exempel 1 borjade vi med 1).
Notera att en sddan modifikation inverkar inte pa induktionsprincipen. Varfor?

. Studera talen T, = 2-4"+ 1 for n = 0,1,2,3,.... Dessa tal har en gemensam faktor.

Vilken? Bevisa Ditt pastaende.

. Studera talen T}, = 221 + 1 for n = 1,2,3,.... Dessa tal har en gemensam faktor.

Vilken? Bevisa Ditt pastaende.

. Studera talen T}, = 22 + 1 for n = 1,2,3,.... Dessa tal har en gemensam faktor.

Vilken? Bevisa Ditt pastaende.

Anméirkning. Alla uppgifter i denna 6vning kan l6sas (mycket enklare) med hjélp av
restaritmetik.

Ovning H

Vi skall fortsitta tankegangen fran Ovning B och summera bade de naturliga talen och
deras kvadrater (om Du tycker att det &r roligt s& kan Du med samma metoder ga vidare
och summera t ex tredje eller fjarde potenser av de naturliga talen osv).

. Vi borjar med summan

n
Y iF=1242% 440’
i=1

Studera foljande tabeller och summera talen pa tva olika sitt som i Ovning B:
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1 2 3 4 5 123 k n
1 2 3 1234 1 2 3 4 5 123 k n
1 2 1 2 3 4
1 1 9 1 2 3 1 92 3 4 1 2 3 4 5
1 2 3 192 3 4 1 2 3 4 5 1 23 k£ n
1 2 3 4 5

Utnyttja formeln for summation av de naturliga talen som vi fick i uppgiften om summan
1+ 2+ --- 4+ n. Det behdvs nagra omskrivningar innan man kommer at den sokta
summan av kvadraterna. Néar Du far en formel kontrollera forst att den &r riktig for,
sag, n=1,2,3,4.

2. Utnyttja de tva olika sitten att summera ettorna i Ovning B for att fa formeln for
Si(n) =142+ --- + n. Den uppgiften ar nagot enklare &n férra, men det kriavs ockséa
en enkel omskrivning.

3. Férsok ge en formel fér Ss(n) = Y0 i3 =13+ 23 + 3% + ... + n? genom att placera
12,2232, ..., n? istillet for 1,2,3,...,n i tabellerna ovan. Bevisa formeln med matema-
tisk induktion. (Du behéver inte gora den uppgiften om Du inte har tid. Fér den sokta
formeln se eventuellt svar pa slutet av denna stencil.)

Ovning I

“Tornen i Hanoi”. Problemet formulerades ar 1883 av den franske matematikern Edou-
ard Lucas under pseudonym M. Claus?. P4 en platta med 3 pinnar sitter n stycken skivor
med olika diameter pa en av pinnarna (bilden visar n = 7 skivor — detta ar antalet skivor
pa en IKEA-model som kan képas f6r 35 kronor).

*Detta enligt Ian Stewarts bok “The Magical Maze” med undertiteln “Seeing the world through mathematical
eyes”. Boken kom ut 1997 i London. I boken citeras en saga som beradttar om bakgrunden till problemet med
“Tornen i Hanoi” eller snarare tornen i virldens medelpunkt vid Benares templet. I Ian Stewarts bok finns flera
mycket intressanta matematiska problem som inte forutsétter nagra forkunskaper i &mnet.
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Dessa skivor skall flyttas till en annan pinne med hénsyn till féljande regler:
R1. Endast en skiva kan flyttas vid varje drag och séttas pa en annan pinne.

R2. En storre skiva far inte placeras pa en mindre.

. Los uppgiften for n = 2, 3,4, 5,6, 7 skivor (Du kan “konstruera” Ditt eget spel genom att

vélja 7 foremal av olika storlek som kan ldggas pa varandra).

. Antag att Du har 16st problemet for t ex 6 skivor. Hur kan Du beskriva Din strategi for

att 16sa problemet for 7 skivor?

. Kan Du bevisa att det alltid gar att 16sa problemet fér varje n? Hur kan man utnyttja

matematisk induktion?

. Hur manga drag behdvs det for att 16sa problemet for n skivor?

Ovning J

1. Forsok hitta ett fel i foljande “bevis” med matematisk induktion. Vi pastar att alla

mdnniskor har samma 6gonfdrg. Satsen ar sjilvklart sann om antalet ménniskor n ar
lika med 1. Antag att satsen &r sann for antalet ménniskor lika med k dvs antag att
i varje population med k individer har alla samma 6gonfirg. Ta nu k£ + 1 ménniskor.
Uteldmna en maénniska i gruppen. De aterstaende k£ har samma ogonfarg enligt induk-
tionsantagandet. Ta nu den ménniska som vi har utelamnat och jamfér hennes 6gonférg
med en av dem som ingar i gruppen pa k ménniskor. De har samma 6gonfiarg enligt
induktionsantagandet. Alltsa har alla & + 1 samma 6gonfarg. Nu géller pastaendet for
n = 1 och om det géller for k sa géller det for k + 1. Enligt induktionsprincipen géller
pastaendet for varje n = 1,2,3,4,... dvs alla ménniskor har samma 6gonfarg.



31

Foljande 6vningar i Vretblads bok rekommenderas:

Vretblad: 4.15 (OBS! summan skall vara 1+2+4+ 8+ -2", med 4 och inte 3), 4.17,
4.24, 4.33, 4.35, 4.42, 4.46, 4.50.

Nagra 16sningar och svar:
Ovning B:
Vi vill visa att for varje n > 1 géller likheten
1434+ (2n—1) =n%

Forst kontrollerar vi att likheten géller da n = 1 (“pastaendet Py”):

V.L.=1 och HL.=1?

sa att V.L = H.L.

Nu antar vi att likheten géller for ett naturligt tal k£ > 1 (“pastaendet Pg”) dvs
14344 (2k—1) = k2

Vi vill visa att likheten da maste gélla for nésta tal k + 1 (“pastaendet Pyi1”) dvs

1434+ (2k—1)+ 2k +1) = (k+ 1)

(Vi vill visa att pastaendet P, medfor pastaendet Pyyq).
Vi startar med vénsterledet i sista likheten och utnyttjar forutsattningen att nést sista likhet

galler:

T4+34+-+2k—D]+(2k+1) =k + (2k+1) = (k+1)%

Vi har bevisat pastaendet for £+ 1 under forutsédttningen att pastaendet géller for k. Darmed
kan vi konstatera att likheten enligt induktionsprincipen géller for varje naturligt tal n > 1.

Ovning F:
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Svar: a,, = ”(n;l).

Ovning H 3:
2
Svar: Sy(n) = iy =134+ 23 483 4o nd = (1424 4 n)? = (2)

Ovning G 1:

Vi har 77 = 6! — 1 = 5, vilket &r ett tal delbart med 5. Nu resonerar vi pa foljande sitt. Lat
oss anta att vi redan vet att talet Tj, ar delbart med 5 dvs T} = 5qy, dér ¢ ar ett heltal. Vad
kan man sidga om nésta tal T;,17 Vi har

Tprr — T = (6" +1) — (68 +1) =6 —6F =6%(6 - 1) = 5- 6~

Darfor

Tio1 =Th +5- 6" = 5q; +5-6F = 5(qx + 6").

Den sista likheten visar att d&ven T} 1 ar en multipel av 5: Ty 1 = 5qr+1 med qr41 = qr + 6F.
Alltsd har vi visat implikationen:

Fér varje k gdller att 5 delar Ty, tmplicerar att 5 delar Ty 1.

Enligt induktionsprincipen é&r alla tal T;,, = 6™ — 1 delbara med 5.



Kapitel 5

DELBARHET, PRIMTAL,
DIVISIONSALGORITMEN

Syftet med detta avsnitt® ar att titta ndrmare pa heltalens multiplikativa struktur.

De viktigaste begreppen &r

delbarhet och divisionsalgoritmen

primtal

storsta gemensamma delaren

minsta gemensamma multipeln

Euklides algoritm

5.1 Heltal och delbarhet

Detta och nésta avsnitt kan betraktas som en kort inledning till talteorin. Eftersom talteorin
ger en mojlighet till flera mycket intressanta problem, som ofta kan formuleras enkelt och
elementért, ar antalet 6vningar ganska stort. Flera av dessa 6évningar finns som illustration for
att visa att talteorin verkligen &r en kélla till roliga problem och kan med foérdel redan mycket
tidigt utnyttjas i skolarbete.

Vi aterkommer till talteorin senare i avsnittet om “Restaritmetiker” (som ofta kallas for “kloc-
karitmetiker”) och senare i utbildningen med kursen “Algebra och Talteori”.

*efter en text av Juliusz Brzezinski

33



34 KAPITEL 5. DELBARHET, PRIMTAL, DIVISIONSALGORITMEN

Med de naturliga talen menar man vanligen

N=1{0,1,2,3,4,.. ).

Ordet “naturligt"ér helt forklarligt eftersom dessa tal &r direkt relaterade till en av de mest
naturliga manskliga aktiviteter — behovet att rdkna. De naturliga talen har fascinerat méanni-
skor i flera tusen ar. Ibland har denna fascination en karaktér av magi eller rentav vidskepelse.
Man tror pa olika mystiska egenskaper hos speciella tal som t ex 7 (“lyckligt"), 13 (“olyck-
ligt"). Pythagoras och hans elever relaterade allt till talen och foérsokte forklara omvérlden
med deras hjilp. Talet 1 var grunden for véirlden sjidlv — alla andra tal har sitt ursprung i
talet 1 (14+1=2,14+1+1 = 3 osv). Det var symbolen for gudarnas fader Zeus (mojligen
Zeus sjalv?). Talet 2 och alla jamna tal symboliserade kvinnlighet, medan talet 3 och alla
udda tal storre &n 3 var symbolen f6r manlighet. Dessa “egenskaper"har naturligtvis ingenting
med matematik att gora. Det fanns dock alltid ett rent matematiskt intresse f6r de naturliga
talen — under flera tusen ar har man observerat och studerat olika samband mellan dessa tal.
Sadana observationer ledde ofta till bade matematikens utveckling och till mycket intressanta
tillampningar. Lat oss ndmna nagra exempel:

(5.1) Exempel. (a) Den rétvinkliga triangeln med sidorna 3, 4, 5

har alltid fascinerat méanniskor. Likheten

3% 4+ 4% = 52

som i detta fall avspeglar den allménna egenskapen hos ratvinkliga trianglar, som ar bést kdnd
som Pythagoras sats, gav upphov till manga matematiska fragor. Finns det andra ritvinkliga
trianglar med heltaliga sidor? Finns det ratvinkliga trianglar med heltaliga sidor sddana att

'Ibland kallar man inte 0 som ett naturligt tal — det tog flera tusen ar innan talet 0 fick sin naturliga plats
bland talen. 0 ar ett av heltalen.
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en katet dr 1 storre dn den andra? (Det finns odndligt manga sddana trianglar t ex en triangel
med sidorna 20, 21, 29). Det finns faktiskt bocker som beskriver olika typer av Pythagoreiska
trianglar (dvs ratvinkliga trianglar med heltaliga sidor). Triangeln med sidorna 3,4,5 anvéandes
av antika geodeter for att méta rétta vinklar — man anvénde en lina med 12 knuttar som
spandes sa att man fick triangel med sidorna 3, 4 och 5. Da fick man rét vinkel mellan sidorna
av langderna 3 och 4.

(b) Som ett annat exempel lat oss ndmna magiska kvadrater. En av de mest berémda finns
péa Albrecht Diirers kopparstick “Melankolien 1":

16 | 3 2 113

5 |10 |11 | 8

Summan av alla tal i denna kvadrat ldngs varje rad, varje kolonn och varje diagonal &ar 34.
Det finns manga andra intressanta samband mellan talen i de mindre kvadraterna (begrunda
sjalv!). Magiska kvadrater har intresserat ménniskor for deras egen skull, men de har ocksa
mycket intressanta tillampningar i samband med experimentplaneringen t ex nar man vill testa
hur olika sorters vixter odlas under varierande forhallanden (t ex konstgddsel, temperatur,
fuktighet osv). Forsok konstruera en magisk kvadrat med 3 rader och 3 kolonner uppbyggd
av talen 1,2,...,9!

(¢) Det finns manga mérkliga samband mellan de naturliga talen. Titta t ex pa foljande
likheter:

102 +112+122 = 132+ 14°
59 + 158* = 133* + 1344
F+42+5 = 6

Den sista likheten siger att summan av tre kuber till hoger ar en kub. Pierre de Fermat
pastod i mitten av 1600-talet att summa av tva kuber av naturliga tal (storre &n 0) aldrig
ar en kub. Detta visades av Leonard Euler 100 ar senare (se vidare i avnittet om Diofantiska
ekvationer). Inte heller summa av tva fjairde potenser av naturliga tal (storre dn 0) kan vara
en fjarde potens, vilket visades av Fermat. Den nést sista likheten hittades av Euler. Han var
intresserad av mojligheten att summan av tva kvadrater ar lika med summan av tva andra
kvadrater, eller summan av tva kuber &ar lika med summan av tva andra kuber osv. Kan Du
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ge ett exempel pa en summa av tva kvadrater av naturliga tal som ar lika med summan av
tva andra kvadrater? O

De negativa talen —1,—2,—3,... trddde in i matematiken relativt sent — i praktiken under
1400-talet da den italienske munken och matematikern Luca Pacioli publicerade ar 1494 sin
bok “Summa de Arithmetica". I denna bok sammanfattade Pacioli datidens vetande om arit-
metik och ekvationslésning. Egentligen kan vissa idéer om negativa heltal sparas till Indien,
men enligt flera historiker var dessa kunskaper ytliga och hade inte nagon inverkan pa senare
utveckling av talbegreppet. Det &r mycket troligt att bade den kinesiska och arabiska vetenska-
pen kom fram till de negativa talen helt oberoende av den europeiska. Talet 0 introducerades
i Indien for circa 1500 ar sedan.

Med heltalen menas talen 0,+1,+2, 43,... dvs alla naturliga tal och deras motsatta tal.
Salunda ar heltalen en utvidgning av de naturliga talen. Heltalsméngden betecknas oftast
med Z dvs

Z ={0,41,+2,43,...}.

I en senare del av kursen kommer vi att bekanta oss ndrmare med heltalens historia, deras
ursprung och definition. I detta avsnitt sysslar vi med ett av de viktigaste begreppen som
géller heltalen — delbarhet. T ex delar 5 talet 15 och kvoten &r 3. Man séger att 5 4r en delare
till 15. Rent allmént har vi féljande definition:

(5.2) Definition. Man séiger att ett heltal d delar ett heltal a om det finns ett heltal ¢
sadant att a = dg. Man skriver da dla, vilket utléses “d delar (eller dividerar) a"(man séger
ocksa “a ar delbart med d"eller “a &r en multipel av d"). Om d inte delar a s& skriver man
dta. Om d delar a sa séger man att d &r en delare till a. En delare d till a kallas dkta (eller
icke—trivial) om 1 < |d| < |a]. O

T ex har man 5|15 eller 4|36, men 5 1 13. Talet 12 har foljande delare: £1, £2, +3, £4, 46, £12.
Talen £1 och +12 &r inte dkta delare till 12, medan alla 6vriga ér akta.

Exempel. Man kontrollerar mycket 1dtt med hjélp av en minirdknare med minst 10 siffror att
641|232 + 1 (senare visar vi pastaendet i ett avsnitt om restaritmetiker). P. Fermat trodde pa
1600-talet att talet 232 + 1 saknar #kta delare. Det var forst L. Euler som 100 ar efter Fermat
hittade den dkta delaren 641. g

Med all sékerhet kdnner Du till den mycket vanliga metoden (algoritmen) som man anvénder
for att dela ett heltal med ett heltal skilt fran 0. Man far da kvoten och resten. T ex ger den
vanliga divisionsalgoritmen att 134 delat med 26 ger kvoten 5 och resten 4. Man antecknar
detta samband sa att 134 = 26 - 5 4+ 4. Rent allmént formuleras denna egenskap pa foljande
satt:
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(5.3) Divisionsalgoritmen. Om a och b dar heltal och b # 0 sd dar

a=>bqg+r, dir 0<r <|bl.

Bade q (kallad kvoten) och r (kallad resten) ar entydigt definierade av a och b.

For bevis av Divisionsalgoritmen se Appendix pé slutet av detta avsnitt.

Ovning A

1. Bestam alla delare till talet 24.

2. Motivera att varje heltal n kan skrivas antingen péa formen n = 2k om det &r jAmnt eller
pa formen n = 2k + 1 om det &r udda, dar k ar ett heltal;

3. Motivera att varje heltal n kan skrivas pa exakt en av formerna n = 3k eller n = 3k + 1
eller n = 3k + 2, dér k ar ett heltal.

4. Hur lyder en liknande egenskap hos heltalen da man ersétter 2 eller 3 ovan med t ex 57

5. Man vet att ett naturligt tal d delar ett naturligt tal a. Hur skall Du uttrycka det med
symboler? Om du skulle vilja mellan d|a och §, vilket &r den ritta? Bigge?

Delbarhetsrelationen har flera viktiga egenskaper som man ofta utnyttjar i olika sammanhang.
Vi borjar med en 6vning som leder oss till dessa egenskaper.

Ovning B

Lat a, b, ¢, d beteckna heltal.

1. Vad betyder det att d ar en delare till a? Téank pa svaret och jamfor med definitionen
ovan.

2. Visa att om 5 delar a och b sa delar 5 bade a + b och a — b. Formulera denna egenskap
for en godtycklig delare d till @ och b i stéllet for 5. Bevisa Ditt pastéende!

3. Visa att delbarhetsrelationen dr transitiv dvs om a|b och b|c sa ac.

4. Visa att om tva av talen a,b,c i likheten a + b = ¢ ar delbara med d sa ar ocksa det
tredje talet delbart med d.

5. Visa att om alb och bla sa &r b = *a.

Nu sammanfattar vi slutsatserna fran 6vningen:
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(5.4) Proposition. Lit a,b,c,d beteckna heltal. Da gdller:
(a) om d|a och d|b sd dla £ b,
(b) om alb och blc sa alc,

(c) om tvd av talen a,b,c i likheten a + b = ¢ dar delbara med d sa dr ocksd det tredje talet
delbart med d,

(d) om alb och bla sd dr b = +a.

e Se dven Vretblad-Ekstig, avsnitt 2.1 och tillh6rande 6vningar.
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5.2 Primtal

Bland de naturliga talen har primtalen en sarstédllning. De forsta 20 primtalen ar

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71.

Primtalen definieras som de naturliga tal som endast har tva olika naturliga delare: 1 och sig
sjalvt. Talet 1 &r inte ett primtal eftersom det har bara en naturlig delare*. Ett tal storre &n
1 som inte &r ett primtal kallas sammansatt.

Primtalen har en mycket viktig egenskap som byggstenar for alla naturliga tal. Vi kommer
namligen bevisa att wvarje naturligt tal stérre én 1 kan skrivas som produkt av primtal och
dessutom pa exakt ett sdtt om man bara bortser fran primtalens ordningsféljd. T ex har vi

30=2-3-5

och édven 30 =3-5-2=2-5-3, men det &r bara ordningsféljden som kan &ndras. Ménniskors
intresse for primtalen &r flera tusen ar gammalt och redan for drygt 2000 ar sedan visade
den grekiske matematikern Euklides att det finns oéndligt ménga primtal (se ett bevis
nedan). Forst noterar vi den formella definitionen:

(5.5) Definition. Man séger att ett positivt heltal p &r ett primtal om p > 1 och p saknar
akta delare (dvs p har exakt tva olika positiva delare: 1 och sig sjalvt). Ett positivt heltal
storre dn 1 som inte dr ett primtal kallas sammansatt. [l

Observera att om ett naturligt tal n &r sammansatt sa kan man dela n i faktorer: n = ning
sa att my och ng ar naturliga tal som ar dkta delare till n dvs 1 < n; <n och 1 < ng < n.
Euklides® visade sin sats om att att det finns oéndligt manga primtal i nionde boken av sitt

stora verk “Elementa’ genom att anvidnda foljande sats fran sjunde boken:

(5.6) Sats. Om n dr ett heltal stérre an 1 sa drn delbart med ett primtal.

iDet finns en mycket viktig forklaring varfor 1 inte accepteras som primtal — se vidare Aritmetikens funda-
mentalsats.

$Euklides levde i Grekland c:a 300 £.Kr.. Hans mest berémda verk #r “Elementa” — en bokserie bestaende av
13 delar som handlar om datidens matematik. “Elementa” kénns bést for ett forsok att presentera det som idag
kallas for Euklidisk geometri. Denna teori &r modellen av geometriska relationer i vara ndrmaste omgivningar.
Men tre volymer av Euklides verk handlar om talteorin — huvudsakligen om delbarhet och primtal. Delar av
Euklides “Elementa” hade anvénts i skolan under 2000 ar fram till bérjan av 1900-talet.
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Bevis. Lat p beteckna den minsta av alla delare till n som &r storre &n 1. D& saknar p dkta
delare eftersom en dkta delare till p skulle vara en delare till n, vilket dr omdojligt eftersom p
var den minsta delaren till n som &r storre &n 1. Detta innebér att p &r ett primtal eftersom
p > 1 och p saknar dkta delare. (Il

Nu kan vi bevisa att det finns oéndligt manga primtal.

(5.7) Euklides sats. Det finns odndligt manga primtal.

Bevis. Antag att 2,3,5,...,p betecknar alla primtal (sd att p betecknar det sista). Vi bildar
ett nytt tal som vi betecknar med N:

N=2.3-5-p+1,

dvs talet N &ar produkten av alla primtal plus 1. Talet N &ar storre dn 1 och har en prim-
talsdelare, siag, g enligt var forra sats. Detta primtal g kan inte vara lika med nagot av talen
2,3,5,...,p eftersom dessa tal inte ar delare till N (N delat med nagot av dessa tal lamnar
resten 1). Alltsa har vi visat att det maste finnas ytterligare ett primtal ¢ som inte fanns bland
2,3,5,...,p trots att vi tog alla. Detta innebér att det inte gar att skriva en &éndlig lista som
omfattar alla primtal dvs det méaste finnas odndligt manga primtal. O

Ovning A

1. Utnyttja rutat papper for att rita alla moéjliga rektanglar med 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,
11, 12, ..., 24 hela rutor. Kan Du dra nagra slutsatser om skillnader mellan olika tal?
Beter sig primtalen pa ett speciellt satt?

2. Vilka av foljande tal &r primtal (stryk under primtalen): 1,2,3,4,5, 101, 103, 105, 1001,
101017

3. Du vill gora en lista 6ver alla primtal upp till 120. Anvénd foljande metod som heter
Eratosthenes sdll: Skriv alla tal upp till 120 (gérna i en tabell med 6 eller 10 spalter).
Ringa in talet 2 med en firg och stryk bort vartannat tal darefter (med samma farg).
Ringa in 3:an i en ny farg och stryk bort vart tredje tal darefter i den fargen. Ringa in
5:an i en tredje farg och stryk bort vart femte tal dérefter. Sedan gér du likande med 7:an
och var T:e tal, med 11 och vart 11:e tal, med 13, osv. (dvs. ringa in det forsta tal som
inte ar stryket, och dess multipler, till dess att du inte hittar n& gra nya tal att stryka).
Skriv ner alla tal som ar inrigade eller inte markerade alls. Dessa &r alla primtal upp
till 120 (du kan forstas ta en storre tabell och utnyttja samma system for att utvidga
listan). Observera att de tal som &r strukna i vissa farger foljer enkla visuella monster.
Kan du forklara dessa?
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4. Foresla en berdkningsprocedur (en algoritm) som kan avgora om ett givet heltal &r primt.
Avgor om talet 143 ar primt. (Lés gérna mer om primtal och “Eratosthenes sall” i boken
“Matte med mening” av Kristin Dahl).

5. Lat N = ab vara ett naturligt tal uppdelat i produkt av tva heltaliga faktorer. Visa
att minst en av dessa faktorer &r < +/N. Hur kan man anvénda denna egenskap for att
skriva 143 som produkt av primtal?

6. Skriv foljande tal som produkt av primtal:
(a) 2704, (b) 392688, (c) 749088,
(talen har “snélla” primfaktorer!).

Anmairkning. Det &r inte s& enkelt att avgora om ett givet naturligt tal ar ett primtal.
Det finns speciella algoritmer och datorprogram som delvis 16ser detta problem. De bésta
algoritmerna bygger pa mycket avancerade delar av algebraisk talteori. De utnyttjas i
olika sidkerhetssystem t ex i samband med olika banktjdnster. Det tar nagra sekunder
att testa om ett tal med, sag, 100 siffror ar ett primtal. Men det tar en mycket lang tid
att faktoruppdela ett sddant tal i produkt av primtal om talet d&r sammansatt.

e Se Aven Vretblad-Ekstig, avsnitt 2.2 och 2.5 med tillh6rande 6vningar.
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5.3 Storsta Gemensamma Delaren och Minsta Gemensamma
Multipeln

Det &r ofta mycket viktigt att kunna beridkna det storsta heltal som dividerar tva givna
heltal a och b, och det minsta heltal som tva givna heltal a och b delar samtidigt. De kallas
storsta gemensamma delaren (betecknas SGD(a, b)) och den minsta gemensamma multipeln
(betecknas MGM(a, b)). T ex dr man intresserad av SGD(a, b) da man vill forkorta braket ¢ (t
ex % = 2, ty SGD(24,40) = 8). Minsta gemensamma multipeln &r intressant d& man adderar
brak (t ex % + % = 6—70, ty MGM(12,30) = 60). Formella definitioner av dessa begrepp som
ar mest vanliga i matematiska sammanhang &r fljande:

(5.8) Definition. Med storsta gemensamma delaren till a och b menar man ett positivt
heltal d som delar a och b och ar delbart med varje gemensam delare till @ och b dvs

(a) d|a och d|b,

(b) om d'|a och d'|b, s& d'|d.

Storsta gemensamma delaren till a och b betecknas med SGD(a,b). Man brukar definiera

SGD(0,0) = 0. Man séger att a och b &r relativt prima om SGD(a,b) = 1. I detta fall sdger
man ofta att a och b saknar gemensamma delare (dven om +1 delar dessa tal). U]

Den storsta gemensamma delaren till a och b dr definierad entydigt déarfor att om bade d och
d' &r sddana delare sa géller d|d’ och d'|d, vilket innebér att d’ = +d. Men bade d och d’' &r
positiva sa att d’ = d.

(5.9) Definition. Med minsta gemensamma multipeln till ¢ och b menar man ett po-
sitivt heltal m som &r delbart med a och b och som delar varje gemensam multipel av a och
b dvs

(a) a|m och bjm,

(b) om a|lm’ och blm/, s& m|m/.

Minsta gemensamma multipeln av a och b betecknas med MGM(a, b). Som for SGD definierar
man MGM(0,0) = 0. O
Aven minsta gemensamma multipeln av a och b definieras entydigt av dessa tal (motivera

detta pastaende med liknande argument som f6r SGD(a, b) ovan!).

Exempel. SGD(24,40) = 8, MGM(12, 30) = 60. O
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(5.10) Anmairkning. Det &r klart att SGD(a,b) &r storst bland alla delare till a och b,
medan MGM(a, b) &r minst bland alla gemensamma multipler av dessa tal. T ex kunde vi
i definitionen av d = SGD(a,b) kréva att d delar bade a och b samt att d &r det storsta
heltalet med den egenskapen. Det dr dock mycket béattre att i stéillet fokusera p& en annan
egenskap: varje delare till a och b maste dela d (som &r ddrmed den storsta delaren). Denna
egenskap ar mycket anvandbar i olika bevis. Dessutom moter vi senare precis samma definition
da vi sysslar med delbarheten av polynom. Vi kommemterar ocksa denna definition nedan i
samband med metodiska synpunkter. ]

Hur kan man berdkna SGD och MGM i praktiken? En mycket viktig metod ar Euklides
algoritm. Euklides algoritm sdger hur man kan berdkna SGD(a,b). Lat a = 444 och b = 210.
Man bildar en divisionskedja:

444 = 210-2+424
210 = 24-8418
24 = 18-14+6

18 = 6-3

dvs man dividerar a = 444 med b = 210 och man far den forsta kvoten (hér 2) och den forsta
resten (hér 24). Darefter dividerar man talet b = 210 med den forsta resten (hér 24) och man
far den andra kvoten (hér 8) och den andra resten (hér 18). Man fortsétter tills man far resten
noll. Eftersom resterna dr mindre och mindre s& maste man avsluta processen med resten 0
(varfor?). Den sista nollskilda resten (hér 6) &r just storsta gemensamma delaren till a och b
dvs SGD(444,210) = 6.

Vi skall bade anteckna Euklides algoritm och motivera att den verkligen ger storsta gemen-
samma delaren for helt godtyckliga heltal a och b # 0. Vi har féljande divisionskedja:

a = bq +ry, 0<r<lb,

b = rig+ra, 0<rey <,

rL = T2q3+ 73, 0<rsg<ry,
Tn—3 = Tp-2qn—1+ Tn—1, 0<rp_1 <rp-2,
Th—2 = Tn—1qn + Tn, 0<r, <rp_1,
'n—1 = Tn{n+1-

Varje kedja av den hér typen méste vara dndlig darfor att en avtagande kedja av resterna
ry > 19 > 13 > ... > 0 méaste vara andlig. Vi pastar att den sista icke-férsvinnande resten i
denna kedja, som hér betecknas med r,, dr den storsta gemensamma delaren till a och b. Att
det verkligen &r sant kontrollerar man mycket enkelt med hjélp av definitionen av SGD(a, b).
Den sista likheten i kedjan séager att r,, ar delaren till ,,_1. Alltsa visar den nést sista likheten
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att r, ar delaren till r,,_s. Nu vet vi att r,, delar r,_1 och r,_s. Alltsd visar likheten for r,_s
att dven denna rest ar delbar med r,. Vi fortsitter var vandring uppat och steg for steg visar

vi att alla tal 7,1, 71,—9, T3, ..., 71, b, a ar delbara med r,. Allts& ar r,, en gemensam delare
till a och b.

Om nu d ar en godtycklig gemensam delare till a och b sa visar den forsta likheten att d delar
r1. Alltsa ger den andra likheten att d delar ro. D& vi vet att d delar r1 och ro s& far vi ur
den tredje likheten att d ockséa delar r3. Pa det sdttet far vi att d ar en delare till alla tal
i sekvensen a,b,r1,72,73,...,Tn—2,Tn—1,Tn. Detta visar att r, ar den storsta gemensamma
delaren till a och b. Det ar klart att man kan formalisera vart resonemang genom att anvéanda
matematiskt induktion.

Med hjélp av Euklides algoritm kan man inte bara berdkna SGD(a,b) utan ocksa tva heltal
x,y sadana att SGD(a,b) = ax + by. Vi illustrerar detta med samma exempel:

(5.11) Exempel. Lat a = 444 och b = 210. Euklides algoritm ger

444 = 210-2424

210 = 24-8+418
24 = 18-146
18 = 6-3

Nu har vi

6 = 24-18-1=24—(210-24-8)-1=
= 24.9-210= (444 - 210-2)-9 — 210 =

= 444-9-210-19 =444 -9+ 210 - (~19).

Moéjligheten att 16sa ekvationen SGD(a,b) = ax + by i heltal  och y kommer att spela en
mycket viktig roll och kommer att anvéndas flera ganger under kursens gang. Darfér noterar
vi den egenskapen som en sats och ger ett bevis i Appendix péa slutet av denna stencil. Beviset
ger inte nagon mojlighet att hitta x och y (ofta vill man veta att = och y finns utan att behéva
rikna ut dessa tal). Om man vill berdkna = och y s& kan man anvinda Euklides algoritm som
i exemplet ovan. Vi noterar satsen redan nu:

(5.12) Sats. Om a och b dr heltal och d = SGD(a,b) sd existerar tvd heltal xo och yo sidana
att
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d = axg + byp.

Vi visar ett exempel pa en tillimpning av den sista satsen. Om 2 och 3 &r delare till ett heltal
N sa &r ocksa 2 -3 = 6 en delare till V. Detta foljer fran foljande pastaende:

(5.13) Proposition. Om a och b dr tvd relativt prima delare till ett heltal N sd dr ocksa ab
en delare till N.

Bevis. Lat N = aq; och N = bgs med hela ¢ och ¢o. Eftersom a och b ar relativt prima dvs
SGD(a,b) =1 sa ar ax + by = 1 for lampliga heltal 2 och y (enligt den sista satsen). Alltsa ar

N = N(az + by) = Nax + Nby = bgaax + aqaby = ab(q2x + q1v),

vilket visar att NV ar delbart med ab. O

Ovning A

1. Vad menas med storsta gemensamma delaren (SGD) till tva heltal a och b7 Jamfér Dina
funderingar med definitionen.

2. Berékna SGD(a,b) samt tva heltal z¢ och yy sddana att SGD(a,b) = axo + byo da
(a) @ = 165,b = 102,
(b) a = 624, b = 570,

Ovning B

1. Ar det sant eller falskt:
(a) Om ett heltal N &r delbart med 2 och 3, s& ar det delbart med 2 -3 = 67
(b) Om ett heltal N &ar delbart med 4 och 6, sa ar det delbart med 4 - 6 = 247

2. Varfor géaller enbart ett av dessa pastaenden?

Ovning C

1. Ar det sant eller falskt:
(a) om 6 delar ab och 6 inte delar a sd maste 6 dela b;
(b) om 6 delar ab och 6 saknar gemensamma delare med a s& maste 6 dela b;

(c) om 5 delar ab och 5 inte delar a s& maste 5 dela b.
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2. Varfor géller inte alla pastaenden ovan?

3. Visa att om d ar en delare till produkten ab och d saknar gemensamma delare med a,
dvs SGD(d,a) = 1, sa &r d en delare till b.

Ledning. Det finns heltal x och y sadana att ax + dy = 1 — utnyttja denna likhet.
Du kan ocksa lidsa beviset av Bezouts sats i stencilen om primtalen, multiplikation och
diofantiska ekvationer.

e Se aven Vretblad-Ekstig, avsnitt 2.3 och tillhérande 6vningar.



Kapitel 6

ARITMETIKENS
FUNDAMENTALSATS OCH
DIOFANTISKA EKVATIONER

Syftet med detta avsnitt ar att bekanta sig med delbarhetsegenskaper hos heltalen.
De viktigaste begreppen ar

e Aritmetikens fundamentalsats

e Diofantiska ekvationer

Detta avsnitt kan betraktas som en kort inledning till talteorin. Eftersom talteorin ger en
mojlighet till flera mycket intressanta problem, som ofta kan formuleras enkelt och elementért,
ar antalet 6vningar ganska stort. Flera av dessa 6vningar finns som illustration for att visa
att talteorin verkligen &r en kélla till roliga problem och kan med fordel redan mycket tidigt
utnyttjas i skolarbete.

Vi aterkommer till talteorin senare i avsnittet om “Restaritmetiker” (som ofta kallas for “kloc-
karitmetiker”).

ARITMETIKENS FUNDAMENTALSATS

Nu kan vi forklara primtalens viktiga roll som byggstenar for alla heltal — varje heltal storre
dn 1 ar en entydig produkt av primtal. T ex

100 = 22.5%

47
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108 = 22.33
2002 = 2-7-11-13.

Ett primtal t ex 5 betraktas ocksa som produkt av primtal — produkt med endast en faktor 5
(dvs 5 = 5). En sddan 6verenskommelse har stora fordelar — den forenklar manga formuleringar
(t ex kan vi séiga att varje naturligt tal storre &n 1 dr en produkt av primtal).

Forst visar vi en mycket viktig egenskap hos primtalen som egentligen ar nyckeln till aritme-
tikens fundamentalsats:

(6.1) Sats. En primdelare till en produkt av tvd heltal ar en delare till (minst) en av faktorerna
dvs om plab sd pla eller p|b, dd p dar ett primtal och a,b dr heltal.

Bevis. Antag att p{a. Da ar SGD(p, a) = 1 déarfor att p &r ett primtal. Enligt (6.7) existerar
tva heltal x,y sddana att pxr 4+ ay = 1. Om man multiplicerar den likheten med b far man
b = pbz + aby. Men enligt forutsittningen ar ab = pq for ett heltal g. Alltsd ar b = p(bx + qy)
dvs plb. O

Observera att det inte har nagon betydelse att den sista satsen handlar av ett primtal som
delar en produkt av tva faktorer — ett primtal som delar en produkt av ett godtyckligt antal
faktorer maste dela nagon av dessa. Vi utnyttjar denna egenskap av primtal i beviset av
aritmetikens fundamentalsats:

(6.2) Aritmetikens fundamentalsats. Varje heltal storre dn 1 dr en entydig produkt av
primtal dvs om

n=pip2-:-Pr =4q1q2---Qs,

ddr p; och qj dr primtal sd dr r = s och vid en lamplig numrering av faktorerna dr p; = q;.

Bevis. Forst visar vi att varje naturligt tal n > 1 ar en produkt av primtal. Lat oss anta att
det finns naturliga tal som inte kan skrivas som en sadan produkt. Lat oss vélja bland dessa
naturliga tal det minsta. Vi betecknar detta tal med n. Detta innebér att n > 1 &r det minsta
naturliga tal som inte ar en produkt av primtal. Talet n &r inte ett primtal (ett primtal &r en
produkt av primtal med bara en faktor). Alltsa dr n ett sammansatt tal dvs n = nyng, dar
bade nq1 och ny ar dkta delare till n dvs 1 < ny < n och 1 < ny < n. Eftersom bade n; > 1
och ng > 1 dr mindre &n n sd maste dessa tal kunna skrivas som produkt av primtal (ty n
ar det minsta som inte kan skrivas). Men detta betyder att ocksd n kan skrivas som produkt
av primtal. Pa det séttet far vi att det inte finns négot naturligt tal som inte kan skrivas som
produkt av primtal.
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Nu visar vi att varje naturligt tal n > 1 kan skrivas som produkt av primtal bara pa ett sétt
om man bortser fran faktorernas ordningsfoljd. P4 samma sétt som tidigare 1t oss anta att
det finns ett naturligt tal storre &n 1 som kan skrivas pa olika séitt som en sddan produkt och
lat n > 1 beteckna det minsta av alla naturliga tal som har olika framstéllningar:

n=pip2---Pr =4q14q2---Qqs,

dar p1,p2,...,0r,q1,92,- -, Qs ar primtal. Observera att n inte &r ett primtal (ett primtal har
endast en framstéllning). Eftersom p; dr ett primtal och p; delar produkten g1z - - - g5 s& méaste
p1 dela en av dess faktorer t ex p; delar ¢;. Men ¢; dr ocksa ett primtal si att p; = ¢; (om
ett primtal delar ett primtal si maste det vara samma primtal). Nu far vi:

n
— =p2:Pr=4q2°"°gs
b1

sa att talet 1 < % < n har tva olika framstéllningar som produkt av olika primtal. Detta &r
dock omdjligt eftersom n var det minsta naturliga talet med olika framstéllningar. Slutsatsen
ar att det inte finns nagot minsta naturliga tal n > 1 med tva olika framstéllningar som
produkt av primtal. O

(6.3) Anmiirkning. Ofta kallar man sats (6.1) for aritmetikens fundamentalsats. Aven om
formuleringen ovan handlar om positiva heltal sd kan vi sdga rent allmént att varje heltal
N # 0,41 &r en produkt

N = epip2 - - pn,

dar p; ar primtal och € = £1. Enligt aritmetikens fundamentalsats dr en sddan framstéllning
entydig sa nér som pa faktorernas ordningsfoljd. Faktoruppdelningar av liknande typ &ar kédnda
t ex for polynom. Vi diskuterar bade faktoruppdelningar for heltalen och fér polynom i ett
senare avsnitt. (Il

Primfaktoruppdelningar av heltal ger en mojlighet att berdkna SGD(a,b) och MGM(a,b)
utan Euklides algoritm. Aven om denna méjlighet inte #r sérskilt praktisk anvinds den flitigt
i skolan.

(6.4) Exempel. Vi vill bestamma SGD(a, b) och MGM(a, b) da a = 90 och b = 150. Eftersom
a=90=2-3-3-50ch b=2-3-5-5,sa ar SGD(90,150) = 2-3-5 = 30. samt MGM(90, 150) =
2-3-3-5-5 = 450. En primfaktor p ingar i SGD(a,b) om den ingéar i bade a och b. Dess
exponent r minimum av exponenterna i a och b. En primfaktor p ingar i MGM(a, b) om den
ingar i minst ett av talen a eller b. Dess exponent d4r maximum av exponenterna i a och b. [
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(6.5) Anméirkning. Vi avslutar detta avsnitt med nagra kommentarer om primfaktoruppdel-
ningar av heltal. Det &r inte 14tt att faktoruppdela ett helt godtyckligt heltal N i primfaktorer.
Om N &r ett relativt litet sa kan man testa sma primtal och kontrollera om de dividerar N.
T ex om N = 420 s& dividerar man forst med 2, dérefter med 2 igen, med 3, 5 och 7. Man
brukar ibland skriva resultaten pa foljande satt

420
210
105

35

N Ot W NN

dvs 420=2-2-3-5-5-7.

Den metoden forutsitter att vi kéinner till en lista 6ver de smé primtalen. Det &r ocksa viktigt
att relativt snabbt kunna bedémma om talet &r delbart med t ex 2, 3, 5, 7 osv. Sadana “del-
barhetskriterier” diskuterar vi i ett senare avsnitt om restaritmetiker. Tyvéarr fungerar sadana
metoder endast da talen &r sma. For faktoruppdelningar av stora heltal kravs mycket avance-
rade metoder. De bista kinda algoritmerna for primtalsfaktorisering kriver c:a N'/® rikneo-
perationer for att hitta en primfaktor till N (om N &r sammansatt och “slumpmaéssigt"valt).
Om en rikneoperation tar 1us och talet har 200 siffror, sa krivs det 10%0us ~ 3 - 1026 ar for
att genomfora berikningarna for N (10° datorer var och en kapabel att utféra en operation pa
1ps skulle behdva 3-102° ar for att klara dessa berdikningar!). Dessa omstindigheter gor att tal
N = pq, dér p och ¢ &r stora primtal (med, sdg, 100 siffror) anvénds for sikerhetskryptering
av kinsliga uppgifter som t ex bankkoder. Vi diskuterar ett sadant system i samband med ett
senare avsnitt om restaritmetiker. ]

Ovning A MGM och SGD

1. Lat a = 45 och b = 50. Bestam minsta gemensamma multipeln till dessa tal.
2. Lat a och b vara tva heltal. Forsok beskriva en procedur som ger MGM(a, b).

3. Visa att SGD(a,b) MGM(a,b) = ab och forklara hur denna formel kan anvindas till
berédkningar av MGM(a, b). Anvénd formeln i den forsta uppgiften ovan.

Ledning. Lat a = plflpé€2 ~-pfr och b = plllplQ2 -.-plr vara faktoruppdelningar av a

och b i produkt av olika primtal pi,pa,...,p, (nagra av exponenterna ki, ko,...,k,
och ly,1y,...,l, kan vara lika med 0). Med vilken exponent ingar t ex p; i SGD(a,b),
MGM(a, b) och ab? Jamfor exponenterna for p; i SGD(a,b) MGM(a, b) och i ab.

e Se dven Vretblad-Ekstig, avsnitt 2.4 och tillh6rande 6vningar.
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Ovning B Diofantos

Diofantiska* ekvationer. Termen “Diofantisk ekvation” géller ekvationer vars heltaliga
eller rationella 16sningar man vill bestdmma. T ex att bestamma alla heltaliga 16sningar
(x,y, z) till ekvationen

eller alla heltalspar (z,y) som loser ekvationen

3 —2Y=1.

Den forsta ekvationen ovan kallas Pythagoras ekvation och har oéndligt manga l6sningar
(t ex alla (n2—1,2n,n?+1), diir n ér ett heltal - n = 2 ger (3,4, 5)). Den andra ekvationen
(ett specialfall av Catalans’ ekvation) har en 16sning (2,3). Den mest berémda av alla
Diofantiska ekvationer &r Fermats ekvation:

xn+yn:z7

dér n > 2. Det tog mer dn 350 ar att 16sa den ekvationen. I september 1994 visade den
engelske matematikern Andrew Wiles att ekvationen saknar heltaliga losningar (x,y, 2)
med zyz # 0F

I talteorin finns manga nérbesldktade problem som fortfarande véntar pé sin l6sning. Vi
skall i denna 6vning syssla med mycket enkla Diofantiska ekvationer av typen azx + by =
N.

1. Bestam ett heltalspar (zg,yo) sddant att 2z + 5y = 1 (Du kan férsoka gissa en 1osning!).
Bestam dérefter alla heltalspar (z,y) sddana att 2z + 5y = 1.

Ledning. Observera att om 2z + 5y = 2xo + 5yp sa ar 2(x — x9) = 5(yo — y). Detta ger
att y — yo = 2k for ett heltal k. Uttryck y med hjélp av yo och darefter x med hjélp av
Zg-

2. Lat (o, yo) vara en losning till ekvationen az+by = N, dér a och b saknar gemensamma
delare (dvs a och b &r relativt prima). Bestdm alla l6sningar till denna ekvation dvs alla
heltalspar (x,y) sadana att ax + by = N.

Ledning. Gor som ovan.

*Diofantos (eller Diophantus) var en grekisk matematiker som levde i Alexandria omkring 250 e.Kr.. Troligen
skrev han 13 volymer av ett verk under namnet “Arithmetica”. 6 av dessa volymer finns bevarade.
fCatalans ekvation &r
2 -2 =1

med y,t > 1. Det ar inte ként om denna ekvation har en 16sning i naturliga tal skild fran z = 3, y = 2, z = 2,
t=3.

iDet finns en mycket intressant bok av Simon Singh “Fermats gita” som beréttar om olika turer kring
Fermats problem och dess 16sning. Filmen som Simon Singh gjorde fér BBC Discovery: Fermat’s Enigma finns
tillgénglig pa http://topdocumentaryfilms.com/fermats-last-theorem/).
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Exempel : Linjara Diofantiska ekvationer.

Vi skall bestdmma alla heltaliga 16sningar (z, y) till ekvationen 12x+28y = 20. Forst dividerar
vi alla koefficienter med 4 och far den ekvivalenta ekvationen 3x + 7y = 5. Nu behover
vi en partikuldr 16sning till denna ekvation. En sadan losning kan vi rent allmént berdkna
med Euklides algoritm, men vi kan ocksa gissa en 16sning utan storre problem. Forst tar vi
ekvationen 3x+ 7y = 1 och ser direkt att x = —2, y = 1 &r en 16sning. For att fa en 16sning till
var ekvation maste vi multiplicera denna med 5 dvs zg = —10, yg = 5 ar en partikulér 16sning
till ekvationen 3x + 7y = 5 (kontrolleral). Lat (x,y) beteckna en godtycklig heltalig 16sning.
Da &r 3z + Ty = 3xg + Tyo. Alltsa &r 3(x — x9) = 7(yo — y). Likheten visar att 3 dividerar
hogerled och eftersom 3 saknar gemensamma delare med 7 méaste 3 | yo — y dvs yo — y = 3k,
dar k &r ett heltal. Vi far y = yo — 3k och inséttning ger 3(z — z9) = 7- 3k dvs z — xg = Tk.
Alltsad ar ¢ = 29+ 7Tk = =10+ 7k, y = yo — 3k = 5 — 3k med ett godtyckligt heltal k den
allménna losningen till den givna ekvationen. ([l

e Se dven Vretblad-Ekstig, avsnitt 2.7 och tillhérande 6vningar, speciellt 2.88,
2.89, 2.95. och blandade 6vningar till kap 2 speciellt: 2.105, 2.106, 2.107, 2.112.

e Vilj ut nagon eller nagra av 6vningarna nedan att l6sa och fundera pa! De
anknyter till forskningsfragor i talteori. For mer om primtal rekommenderas websajten
“The Prime Pages” vid primes.utm.edu som innehaller mycket intressant om primtal.

Ovning C

Primtalstvillingar. Man sédger att tva primtal p och ¢ ar tvillingar om ¢ — p = 2.
1. Skriv ut alla primtalstvillingar < 100.

2. 3,5 och 7 ar “primtalstrillingar". Motivera att det inte finns nagra andra primtal p, ¢, r
sadana att r —qg=q — p = 2.
Anmairkning. Primtalstvillingar intresserade manniskor redan under antiken. De ndmns
i Euklides bécker. Man vet inte om det finns odndligt manga sddana primtalspar, men
stora framsteg i denna fraga publicerades ar 2013. S6k pa “Yiting Zhang bounded gaps
between primes” for artiklar om nya ron.

Ovning D Dirichlet och primtal

Aritmetiska foljder av primtal. Vi repeterar att en aritmetisk f6ljd med differansen
d ar en f6ljd av talen a, a+d, a+2d, ..., a+nd,.... (detta betyder att om a; = a + id
och aj41 = a+ (i + 1)d, sa ar a;4+1 — a; = d dvs differensen av tva efterfoljande tal i
foljden dr lika med d). T ex &r 11, 17, 23 en aritmetisk foljd med differansen 6.

1. Skriv ut alla aritmetiska foljder av primtal som &r < 50 och som bestar av minst tre
stycken primtal.



(6.5) 53

2. Forsok skriva ut en aritmetisk foljd bestaende av 4 primtal.

Anmairkning. Man vet att det finns godtyckligt langa aritmetiska foljder av primtal.
Men det finns godtyckligt langa avsnitt av de naturliga talen som saknar primtal t
ex ar 111+ 2, 111+ 3,..., 11! + 11 tio efterféljande sammansatta tal (varfér?). Vi har
11! =1-2---11 och rent allmént n! = 1-2---n dvs n! r produkten av alla naturliga
tal fran 1 till n.

3. Skriv ut en f6ljd av 100 efterfoljande sammansatta tal och generalisera Din konstruktion
till en f6ljd av n efterféljande sammansatta tal.

Anmarkning. Dirichlet* visade 1828 att varje aritmetisk f6ljd a + nd, dar a och d
ar relativt prima (dvs SGD(a,d) = 1) och n = 1,2,3,... innehaller odndligt manga
primtal. T ex finns det enligt Dirichlets sats odndligt manga primtal pa formen 1+ 4n
och odndligt méanga pé formen 3 + 4n.

Ovning E Goldbachs férmodan

Goldbachs' férmodan. Ar 1742 formulerade Goldbach pastéendet att varje jaimnt
heltal storre dn 2 4r en summa av tva primtal. Tex 4 =2+2,6=3+3,8 =3+ 5,
10 = 3 4+ 7 osv. Annu har man inte lyckats bevisa detta pastaende.

1. Kontrollera Goldbachs formodan for alla jamna heltal < 50.

2. Visa att Goldbachs férmodan implicerar att varje udda heltal stérre &n 5 &r en summa
av tre primtal.

Anmarkning. En rysk matematiker [.M. Vinogradov visade 1937 att varje udda heltal
som ir stérre dn 33 verkligen dr en summa av tre primtal. Vingradovs konstant ar
s& stor (mer &n 7 miljoner siffror!) att det inte finns en chans att kontrollera hans sats
fér heltal mindre &n 33 med hjalp av datorer. Nyligen reducerades storleken av den
konstanten betydligt, men grinsen ar fortfarande utom réckhall for datorberdkningar.
Det finns en Internet—sida dar man kan skriva in ett godtyckligt jaAmnt heltal som dérefter
testas och presenteras som summa av tva primtal — om detta dr mojligt (talet kan inte
vara for stort).

Ovning F Mersenne—primtal

De storsta kdnda primtalen hittar man bland sa kallade Mersenne-tal M, = 2™ — 1.
Marin Mersenne bérjade studera dessa tal ar 1644. Talen M,, da n =2,3,5,7,13,17,19
ar primtal. T ex dr Mg = 219 —1 = 524287 ett primtal. Man kéinner 35 Mersenne-primtal
— det sista 21398269 _ 1 yppticktes i november 1996. Senaste nytt om Mersenne-talen
kan fas pa Internet (sok “Mersenne Prime”).

*Peter Gustav Lejeune Dirichlet (13/2 1805 — 5/5 1859) var en mycket framstéende tysk matematiker som
bidrog med resultat till flera matematikgrenar.

TChristian Goldbach (18/3 1690 — 20/11 1764) var en tysk matematiker. Lis om Goldbachs férmodan i
“Matte med mening” pa sid. 36.
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1. Visa att talet Mag inte dr ett primtal — kontrollera att 47|22 — 1.

2. Motivera att Mersenne—talen M,, inte &r primtal da n dr sammansatt.

Ledning. Borja med jdmna n.

Ovning G Fermattal

Formler for primtal. Man har studerat olika “formler” f(n) som for varje n ger ett
primtal (och helst alla).

1. L. Euler* fann att f(n) = n?+n+41 ger primtal dan = 0,1,2,...,40 (Du kan kontrollera
detta fast det &r lite jobbigt). Visa att det finns odndligt ménga n sddana att f(n) ar
sammansatt.

Anméirkning. Bade C. Goldbach och L. Euler visade att varje polynom f(n) med
heltaliga koefficienter ger ett sammansatt tal for nagot n. Vi visar den satsen som en
enkel 6vning i avsnittet om polynom.

2. Fermat trodde att hans tal F,, = 22" 4+ 1 #r primtal for varje n = 0,1,2,3,.... Vi vet
redan (se stencilen “Induktion och deduktion”) att hans formodan var falsk. Kontrollera
med minirdknare att 641|F5.

Anmairkning. Man har studerat andra “formler” for primtal. T ex vet man att det
finns ett positivt reellt tal a sidant att heltalsdelen av talet a3" (dvs det storsta heltalet
mindre dn detta tal) ar ett primtal for varje n. Men man kénner tyvérr inte talet a.
Det finns ett polynom i 26 variabler (av grad 25) som alltid ger primtal da variablerna
antar icke—negativa heltaliga virden och polynomets virde &ar storre an 0. Man far alla
primtal, men de kommer inte i nagon naturlig ordning. Man lyckades minska antalet
variabler i liknande polynom, men man var tvungen att 6ka dess grad (se en mycket
intressant bok av Paulo Ribenboim, “The Little Book of Big Primes”, Springer—Verlag,
1991.

‘Leonhard Euler (15/4 1707 — 18/9 1783) var en schweizisk matematiker. Men han var verksam under manga
ar i St Petersburg och Berlin. Eulers sysslade mest med matematik, men han gjorde ocksa viktiga insatser
i andra vetenskaper. Han var en av de mest produktiva vetenskapsménen i historien och skrev hundratals
artiklar och bocker. Under de sista aren av sitt liv var han blind, men han publicerade lika mycket som tidigare
— han dikterade sina artiklar och bocker som skrevs av en betjéant. Euler hade 13 barn. Las om Euler i “Matte
med mening”.
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Ovning H

Primtal i intressanta former.

1. Man visar att det finns odndligt manga primtal p som &r summor av tva heltaliga
kvadrater dvs p = a? + b?, for tva heltal a och b. Varje primtal p som limnar resten
1 vid division med 4 kan skrivas pa detta sitt (se vidare avsnittet om restaritmetiker).
Visa att varje primtal som lamnar resten 3 vid division med 4 inte &r en summa av tva
heltaliga kvadrater.

Ledning. Bade a och b i p = a® + b? méste vara udda.

Anmairkning. Ganska nyligen visade tva matematiker — J. Friedlander (University of
Toronto) och H. Iwaniec (Rutgers University) — att det finns odndligt manga primtal p
som kan skrivas pa formen p = a® + b* med heltal a och b. Detta resultat betraktas som
en stor matematisk sensation.

2. Forsok hitta 5 primtal p som kan skrivas pa formen p = a? 4+ b*, dir a och b #r heltal.

3. Det ir inte kiint om n? + 1 dr ett primtal for o#indligt manga n (men man tror att det
ar sa). Visa att n? + 1 #r sammansatt for oéindligt manga n.

Anmirkning. Det finns manga obesvarade fragor av liknande karaktér. Ar t ex n? + 2
ett primtal for odndligt manga n? Man vet inte om talet n! + 1 &r ett primtal for
odndligt manga n. Vi nimnde Fermat-talen F, = 22" 4+ 1 — man vet inte heller om det
finns oéindligt manga primtal bland dessa.
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APPENDIX: Tva bevis

(6.6) Divisionsalgoritmen. Om a och b dar heltal och b # 0 sd dr

a=bqg+r, dir 0<r<|b.

Bade q (kallad kvoten) och r (kallad resten) dar entydigt definierade av a och b.

Bevis. Forst noterar vi att det racker om vi bevisar satsen da b > 0 eftersom b < 0 innebar
att |b| = —b > 0. Om satsen géller d& delaren &r positiv, sd r a = (—=b)g+r, med 0 < r < |b].
Denna likhet kan skrivas om till a = b(—¢q) + r. Alltsa forutsitter vi vidare att b > 0.

Lt oss nu vilja det storsta mojliga heltalet k sadant att ¢ < §. Alltsd dr ¢ +1 > 3. Dessa
olikheter séger att a —bq > 0 och a —bg < b. Om vi betecknar a — bg med r sa far vi a = bg+1r
och 0 <r <b.

Slutligen visar vi att kvoten ¢ och resten r definieras entydigt av a och b. Antag att:

a=bqg+r=>bg+r/

diar 0 < r < |b] och 0 < 7’ < |b| dvs bade ¢ och ¢’ ar kvoter samt r och ' dr rester. D& &r
b(g—q') =1"—r, sd att b delar v’ — r. Men bade r och 7" & mindre &n |b|, vilket innebér att
deras skillnad ar delbar med b endast om de ar lika dvs r = /. Alltsa ar bg = bq’, sé att ¢ = ¢/
eftersom b # 0. O

(6.7) Sats. Om a och b dr heltal och d = SGD(a,b) sd existerar tva heltal xo och yo sidana
att

d = axg + byo.

Bevis. Om a = b = 0 si dr pastaendet klart (som z och y kan man vélja helt godtyckliga
heltal). Anta att a eller b inte ar 0. Det &r klart att det finns positiva heltal som kan skrivas
pa formen ax + by t ex om a # 0 s& ar +a = a - (1) + b - 0 och antingen a eller —a &r ett
positivt heltal. Aven b = a -0+ b- 1 kan skrivas pa formen ax + by. Lat dy vara det minsta
positiva heltal som kan skrivas pa den énskade formen dvs

(*) do = axg + byo.
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Vi pastar att dy = d. Forst observerar vi att varje heltal ax + by ar delbart med dy. For att
bevisa detta delar vi ax 4+ by med dy. Da ar

ar + by = qdo +,

dar resten r ar mindre dn delaren dp. Men

r = ax + by — qdy = ax + by — q(azxo + byo) = a(x — qzo) + b(y — quo)

s& att r méste vara 0 ty annars far man ett tal som &r mindre &n dy och som kan skrivas pa
den 6nskade formen. Alltsa dividerar dg bade a och b ty bigge kan skrivas pa formen ax + by.
Ekvationen (*) visar att om d' ar en delare till @ och b, si ar d’ en delare till dg. Alltsd &r dy
den storsta gemensamma delaren till a och b. O
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Kapitel 7

RESTARITMETIKER

Restaritmetiker paminner om heltalsaritmetiken, men i stéllet for att addera eller multiplicera
vanliga heltal adderar man och multiplicerar rester vid division med ett fixt heltal n. Rester
adderas och multipliceras sa att summan och produkten ocksa &ar rester. Dessa operationer
kallas addition och multiplikation “modulo n”. Detta ar ett exempel pa nya “talsystem” som
lyder samma réknelagar som de vanliga heltalen (kommutativa, associativa, distributiva lagen,
identitetselement 0 och 1, additiv invers mm) men &r ganska annorlunda. Restaritmetiker
forekommer mycket ofta i vardagliga situationer &ven om man inte alltid &r medveten om
deras nérvaro — veckodagar aterkommer modulo 7, och tiden réknas ofta modulo 24 (eller 12).
Ett grafiskt sitt att representera restaritmetik dr som en (analog!) klocka, med n “timmar”,
numrerade 0,...,n — 1. Restaritmetiker ger en mojlighet att 16sa manga relativt enkla och
intressanta problem som géller delbarhetsegenskaper hos heltalen.

Léas avsnitt 3.4 i Vretblads bok. Los i forsta hand évningar A, B, C E1, G, H. Observera
att avsnitt 3.3 i boken, dér restklasser introduceras, utgar fran ekvivalensrelationer. Vi tar
inte upp ekvivalensrelationer i denna kurs, sa det kan vara mer naturligt att anvdnda den
introduktion till restklasser som ges i denna stencil.

Ovning A
Denna 6vning handlar om aritmetiker modulo 7, modulo 12 och modulo 31.

1. Den 1 mars ar en fredag. Med ledning av detta, berdkna vilken veckodag den 24 mars
ar. Forklara hur Du resonerar.

2. Mars har 31 dagar. Berdkna vilken veckodag den 8 april dr (den 1 mars &r en fredag).

3. Lat oss numrera veckodagarna sa att sondag har nummer 0, mandag nummer 1, tisdag
nummer 2 osv. Om den 1 i ménaden infaller pa4 en mandag s& kan man bestdmma
veckodagen i denna manad genom att dela datumet med 7 — resten séger vilken veckodag
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man har (t ex infaller den 24 pa en onsdag ty 24 lamnar resten 3 vid division med 7).
Foresla en metod for att bestdmma veckodagen i en manad som borjar pa en torsdag
dvs vad skall man gora med dagens datum for att resten vid division med 7 skall ge
veckodagen.

. Konstruera en “kalender” for hela aret genom att for varje ménad ange ett tal som skall

adderas till dagens datum sa att resten av datumet vid division med 7 ger veckodagen.

. Rita en 12-klocka och en 7-klocka (som en vanlig analog klocka med 7 markeringar bara,

numrerade 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6). P& varje klocka, 6va pa att addera tal (&ven 6ver O-mérket).
De enda talen du har ar talen 0,1,7 — 1 med t.ex 8 + 6 = 2 mod 12.

. Skriv en additionstabell for rikning pa en 12-klocka (dvs modulo 12) och en additions-

tabell for rdkning pa en 7-klocka (dvs modulo 7). Tabellerna &r kvadratiska, med n rader
och n spalter (n dr har 12 eller 7).

. Ova pa att multiplicera (med upprepad addition) pa klockorna, och skriv en multiplika-

tionstabell modulo 12 och en multiplikationstabell modulo 7. Ser du nagra intressanta
skillnader mellan dina tva multiplikationstabeller? Kan du forklara dem i sa fall?

Definition Lat n vara ett heltal storre &n 1. Da géller ¢ = b(modn) om a — b &r delbart med

n.

Vi utldser a = b(modn) som “a och b ar kongruenta modulo n”. Ett annat sétt att uttrycka
att @ = b(modn) &ar att det finns nagot heltal s sadant att a = b+ s - n. Man kan ocksa séga
att @ och b har samma rest vid division med n. Denna beskrivning gor tydligt att kongruens
modulo n ar en ekvivalensrelation, dvs. den uppfyller

e Reflexivitet: a = a(modn)
e Symmetri: Om a = b(modn) sd b = a(modn)

e Transitivitet: Om a = b(modn) och b = ¢(modn) s& a = ¢(modn).

Heltalen indelas da i restklasser efter vilken rest de ger vid division med n.

Exempel. Modulo 3 har vi restklasserna

Det giller [—6] = [~3] = [0] = [3] = [6]; [~5] = [~2] = [1] = [4] = [7] osv.
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Exempel. Modulo 5 har vi restklasserna
0]={...,-15,-10,-5,0,5,10,15,...}
{..,—14,-9,-4,1,6,11,16,...}
{...,—13,-8,-3,2,7,12,17,...}
Bl={...,-12,-7,-2,3,8,13,18,...}
{...,-11,-6,-1,4,9,14,19,.. .}

Dér géller [—10] = [-5] = [0] = [5] = [10] och [—14] = [-9] = [-4] = [1] = [6] = [11] osV.

Observera att varje n ger upphov till ett eget system av talrester modulo n, som betecknas
Zn,. Restklasser modulo n har olika egenskaper for olika n.

Att ett tal a &r delbart med n betyder att @ = 0(modn). Detta ar ett kraftfullt sitt att visa
att ett tal ar delbart med n. Mer om detta om en stund.

Vi tittar igen pa exemplen ovan.

e 24 = 3(mod7) eftersom 24 — 3 = 21 &r jamnt delbart med 7. S& 24 mars dr samma
veckodag som 3 mars, en sondag.

e 8 april ligger 38 dagar efter 1 mars. 38 = 3(mod7) eftersom 35 &r jamnt delbart med 7.

Rakneregler

Lat n vara ett positivt heltal, k ett godtyckligt heltal, och antag att a = b(modn) och ¢ =
d(modn). Da géller
k-a=k-b(modn) (1)

a+c=b+d(modn) (2)
a-c=b-d(modn) (3)
Bevis
(2): Vihar att a =b+s-n och c =d+t-n for vissa heltal s och t,sd a+c=0b+d+ (s+t)n.
(3): Vi har som ovan att a = b+ s-n och ¢ = d +t-n for vissa heltal s och ¢, s& ac =
(b+sn)(d+tn) = bd+ btn + snd + stn2 = bd + (bt + sd + stn) - n, s& ac = bd(modn) eftersom

bt + sd + stn ar ett heltal.

(1) &r ett specialfall av (3).
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Upprepad anvindning av (3) ger att om a = b(modn) sa a® = b*(modn) for varje positivt
heltal k.

Subtraktion fungerar ocksa “modulo n”. Om a = b och ¢ = d sa géller a — ¢ = b — d. (Hér har
vi underforstatt A A “mod n”, det kan man géra niir den s.k. modulen n framgar av samman-
hanget.) Daremot gar det i allménhet inte att dividera kongruenser. T.ex. géller 9 = 3(mod6),
men 3 # 1(mod6), s det gar alltsd inte att dividera med 3 (om man inte dividerar &ven
modulen med 3). Ett annat exempel pa att kongruensriakning skiljer sig fran heltalsaritmetik
att produkten av tva tal som inte &r noll kan bli noll. Ett sddant exempel ar att trots att
2 # 0(mod6) och 3 # 0(mod6) sa &dr 2 -3 = 6 = 0(mod6).

Atergé nu till de inledande exemplen med veckodagar och se hur du kan anvidnda det nya sétt
att rdakna.

Ett annat exempel &r att om vi vill beriikna sista siffran i ett tal, t.ex 3723, sa observerar vi

att sista siffran fas som resten vid division med 10. Nu giller modulo 10 att 3723 = (—3)23 =
(=3 =(=3) - (=3 =-3- (9" =-3- (-1)!' =3 (1) =3

For att se hur kraftfull kongruensrakning ar kan du fundera p& hur man skulle berdkna sista
siffran i 3722 med “vanlig” aritmetik. En annan metod &r dock att observera att vid upprepad
multiplikation av ett tal som slutar pa 7 med sig sjalvt sa far man successivt tal med slutsiffra
7,9,3,1,7,9,3,1,-- -, alltsa ett periodiskt forlopp med period 4, s& det géller att finna var 23
passar in, m.a.o. vad 23 dr modulo 4.

Vara delbarhetsregler kan 1att verifieras med kongruensrdkning. Vi har t.ex.: ett heltal ar
delbart med 11 precis da dess alternerande siffersumma &r delbar med 11. Lat ndmligen talet
vara @ = QpQp_10ap_2...a2a1a9, dar a,,an_1,...,ay ar siffrorna da a skrivs i bas 10 som
vanligt, s& (modulo 11)

a=ap+a;-10+as- 10> +... 4+ an-o-10"24+a,_1-10""! +a, - 10"

=ao+ar-(-1)+ay - (-1)*+..  4ano- ()" ?+a,_1-(-1)"t4+a, - (-1)" (mod 11)
=ap—ar+az—...4an_2- ()" 2 +a,_1 - (-1)" L 4a,-(-1)" (mod 11).

Talet ger alltsd samma rest vid division med 11 som sin alternerande siffersumma.

Ovning B
Delbarhetskriterier: Anvind kongruensrikning for att bevisa delbarhetstester nedan:
1. Ett tal ar delbart med 2 omm (om och endast om) entalssiffran dr delbar med 2.

2. Ett tal ar delbart med 5 omm entalssiffran ar 0 eller 5.

3. Ett tal ar delbart med 9 omm siffersumman ar delbar med 9.
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4. Ett tal ar delbart med 3 omm siffersumman ar delbar med 3.
5. Ett tal ar delbart med 4 omm talet bildat av de tva sista siffrorna ar delbart med 4.
6. Ett tal ar delbart med 8 omm talet bildat av de tre sista siffrorna ar delbart med 8.

7. Ett tal ar delbart med 11 omm den alternerande siffersumman ar delbar med 11. (Se
ovan.)

Ovning C

1. Bestam sista siffran i talen
7
(a) 22002 (b) 1320 (c) 77" .

2. Bestam resten vid division av
(a) 319 med 7, (b) 2190 med 3,5,11,13,  (c) 99% med 13.

Ledning. Visa forst att 992 = —1 (mod 13). Se lésningar pa slutet av stencilen och
exempel 3.12, 3.13 i Vretblads bok.

Ovning D

1. (a) P. Fermat pastod att talen F, = 22" +1, n =0,1,2, ... &r primtal. Det &r verkligen
sant da n =0,1,2,3,4. Visa det! (en minirdknare kan vara till hjélp).

(b) Hundra &r senare visade L. Euler att 641|F5 = 22° +1 = 232 + 1 = 4294967297. Visa
det genom att rikna i Zgs; och utnyttja foljande likheter: 641 =527 4+ 1 = 5% 4 24,

2. (a) For 2500 ar sedan pastod kinesiska matematiker att om ett heltal n > 1 &r en
delare till 2™ — 2 sa maste n vara ett primtal. Detta péastaende ar sant da n < 341 men
341|234 — 2 trots att 341 inte dr ett primtal. Visa det!

Ledning. 341 = 11-31 och 2! — 1 =1023 = 3-11-31.

Anmairkning. P. Fermat kinde till den kinesiska hypotesen och han visste att hans tal
F, = 22" 4+ 1 hade egenskapen

F,|2 — 2.

Det var grunden for hans pastédende att F), var primtal.

(b) Visa att F,|2f» — 2.

Ovning E

1. (a) Berékna summorna

13 4 23 modulo 3,
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13 423 + 32 + 43 modulo 5,

13 +23 4+ 3% + 4% 4+ 53 + 63 modulo 7.

Ser Du ett monster? Vad kan man sdga om summan
13 4+ 23 + ...+ 100% modulo 1017

Ledning. Rikna i Z1¢;.

(b) Kan Du stélla upp en formodan angéende summan
B+224+ .. +(n-1)73

modulo n? Bevisa Ditt pastaende!

2. Visa att m|1¥ 4+ 2¥ 4+ ... + (m — 1)¥ da k och m #r positiva udda heltal.

Ovning F
1. Berikna inverser a~! till alla a € Z7, a # 0. Beriikna ocksa " a™ !, a € Z7, a # 0.

2. Lat p vara ett udda primtal. Visa att om

SRR
3t

dér a,b ar heltal sa géller p|a.

Ledning. Utnyttja att Z, ar en kropp dvs varje nollskild rest har invers .

Ovning G

1. Lata z vara ett udda heltal. Visa att 22 = 1 (mod 8). Vilka rester ger kvadrater av
heltalen modulo 87

2. Visa att om 2 +y> = 23, dér x, v, z ér heltal sa dr minst ett av dessa tal delbart med 7.
Ledning. Arbeta med rester modulo 7. Visa att 23 = +1 (mod 7) om 7 { z.

3. Visa att om 22 + y? = 22, dér z,y, z ar heltal sa finns det bland dessa tal ett som &r
delbart med 3 och ett delbart och ett delbart med 5 (32 + 42 = 52 &r “den minsta”
Pythagoreiska triangeln).

4. Visa att om x? + y? = 22, déir z, 5, z ir heltal si &r z eller y delbart med 4.

Ledning. Man kan forutsitta att x,y,z ar relativt prima (har stérsta gemensamma
delaren lika med 1). Betrakta rester av talen modulo 8. Motivera att ett av talen z, y
ar jamnt och ett udda.
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Ovning H

1. Visa att 6|n® —n da n r ett heltal.

2. Fermats lilla sats séger att att p|a” —a da p ar ett primtal och a &r ett godtyckligt heltal.
Utnyttja denna sats i féljande uppgifter:

3. Visa att 30|n® —n da n &r ett heltal.

4. Visa att 42|n” —n da n &r ett heltal.

Ovning I

1. Bestam det minsta positiva heltalet n som lamnar resterna 1,2,3,4,5 vid division med
respektive 2,3,4,5,6.

2. Bestam alla n sadana att 4|n, 9|n + 1, 25|n + 2.

Foljande 6vningar i Vretblads bok rekommenderas:
Vretblad: 3.21, 3.22, 3.26, 3.27, 3.30 — 3.34.
Nagra exempel pa losningar:

Lésning till C2 (b): Vi skall beriikna resten vid division av 21 med 11. Férst noterar vi
att 2° = -1 (mod 11) ty 2° +1 =33 =0 (mod 11). Nu har vi 21090 = (29)200 = (_1)200
(mod 11). Men (—1)2% = 1 sa att 2'°° =1 (mod 11) dvs 2!%% limnar resten 1 vid division
med 11.

Losning till G3: Vi skall visa att om x,y, z r tre heltal sadana att 22 4+ y? = 22 s &ar ett
av talen delbart med 5. Den sista likheten implicerar likheten av rester vid division med 5:
(22 + 92)5 = [2%]5 dvs [2%]5 + [¥°]5 = [2%]5. Om 7 = 0,1,2,3,4 ir en rest vid division med 5 sa
ar 2 = 0,1,4,4,1 dvs kvadrater av resterna modulo 5 r lika med 0 eller 1 eller 4. Alltsa &r
alla [22], [y?], [#?] lika med O eller 1 eller 4. Om ingen av dessa tre ir lika med 0 s #r alla lika
med 1 eller 4. Detta ger [22]4 = [22]5 + [y%]5 = 2 eller 3, vilket &r omdjligt. Alltsa maste minst
en av dessa tre kvadrater vara lika med 0 dvs ett av talen z,y, z lamnar resten 0 vid division
med 5.

Lésning till H2: Vi visar att 30|n® — n fér alla heltal n. Vi har 30 = 2-3- 5. Det &r klart att
2|n° — n (kontrollera fallen n jimnt, n udda). Om 3|n sa dr det klart att 3|n® —n. Om 3 {n
sa har vi n® —n = n(n* — 1) = n[(n?)? — 1], vilket &r delbart med 3 enligt Fermats lilla sats
(den siiger att 3|a? — 1 om 3 { a — hir #r a = n?). I varje fall 3|n® — n. Det aterstar att visa
5/n® — n, men detta #r precis vad Fermats lilla sats siiger for primtalet 5.
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Kapitel 8

POLYNOM OCH
POLYNOMEKVATIONER

Syftet med denna Gvning &r att repetera gymnasiekunskaper om polynom och polynomekva-
tioner samt att bekanta sig med en del nya egenskaper hos polynom. Vi kommer att undersoka
hur olika egenskaper hos polynom beror pa deras koefficienter. Darfér betraktar vi polynom
med koefficienter i olika talomraden: Z (heltaliga koefficienter), Q (rationella koefficienter), R
(reella koefficienter), C (komplexa koefficienter). Vi betecknar med Z[X], Q[X], R[X], C[X]
alla polynom med koefficienter i respektive Z, Q, R och C. Om R betecknar ett av dessa talom-
raden sa skriver vi R[X] for alla polynom med koefficienter i R. R[X] kallas polynomringen
over R. De viktigaste begreppen i detta avsnitt ar

Delbarhet av polynom

Divisionsalgoritmen

Storsta gemensamma delaren

Reducibla och irreducibla polynom

Nollstéllen till polynom (dubbla rétter, multipla rotter)

Faktoruppdelningar av polynom i olika polynomringar

Vi foljer kapitel 7 i Vretblads bok.
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Ovning A

Den forsta 6vningen dgnas at divisionsalgoritmen. Om f(X) och g(X) # 0 &r tva poly-
nom s betecknar vi med ¢(X) och r(X) kvoten och resten vid division av f(X) med

g(X). Man har f(X) = ¢g(X)q(X) + r(X), dér grad r(X) < grad g(X) eller r(X) = 0.

. Bestdm kvoten och resten vid division av féljande polynom:

(a) f(X)=X*+5X3-3X+2, g(X)=X2-1
(b) f(X)=5X3—-2X+1, g(X)=X?>+X
(€) f(X)=X1+2X3+4X? +2X +3, g(X)=X?>+2X+3

. Vad kan man siga om resten vid division av ett polynom f(X) med ett polynom X —a?

Vilken grad har resten? Bevisa att resten av f(X) vid division med X — a &ar lika med
f(a).

Ledning. Enligt divisionsalgoritmen &r f(X) = (X —a)g(X)+r(X). Vad kan man siga
om 7(X)? Berékna resten genom inséttning av X = a.

Beridkna resten vid division av f(X) med X —a da

(a) f(X)=X3—-2X2+8X +5, a=3

(b) f(X)=3X*+5X%2 —4X —11, a=—1

Du behover inte utfora divisionen!

Ovning B

1.

Vad séger faktorsatsen? Forsok forklara hur man utnyttjar faktorsatsen for att losa
polynomekvationer.

Los ekvationen X3 —6X2 + 11X — 6 = 0 som har en rot X = 1.
Los uppgift 7.24 1 Vretblads bok.

Ovning C

Lat K[X] vara en av polynomringarna Q[X], R[X], C[X].

. Vad menas med ett reducibelt, respektive irreducibelt, polynom i K[X]?

. Om mojligt, uppdela féljande polynom i produkt av minst tva polynom av lagre grad i

Q[X], R[X] och C[X]:
(a) f(X) = X2+1
(b) f(X)=X"~

(c) f(X)=X"+

(d) f(X)=X +2X2+9

Vilka av polynomen &r irreducibla i respektive polynomring?
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3. Visa att foljande polynom &r irreducibla i givna polynomringar (dvs inte kan faktorupp-
delas i produkt av tva polynom av ligre grad):

(a) X* — 21 Q[X]
(b) X2 +2X +2iR[X]
(c) X*+11Q[X]

Ledning. Nésta uppgift kan underldtta denna. Om ett polynom har heltaliga koefficien-
ter och kan uppdelas i produkt av tva polynom av ldgre grad med rationella koefficienter
sa kan det ocksa uppdelas i en produkt av tva polynom med heltaliga koefficienter och
samma grad. Detta pastaende kallas "Gauss lemma” och visas t ex i kursen ”"Algebraisk
talteori”. Du far anvéinda detta (ganska sjélvklara) resultat i (c).

4. Lat f € K[X]. Visa att
(a) Om grad f > 2 och f har ett nollstélle i K s& dr f reducibelt i K[X].

(b) Om grad f = 2 eller 3 s& &r f reducibelt i K[X]| d& och endast da f har nollstéllen i
K.

(c) Konstruera ett exempel som visar att (b) inte géller da grad f = 4.

5. Faktoruppdela de givna polynomen i produkt av irreducibla i Q[X], R[X] och C[X]:
(a) X*—1
(b) X*+X%2-6
(c) X6 +1

Ovning D
1. Vad menas med att ett polynom d(X) € K[X] delar ett polynom f(X) € K[X]?
2. Vad menas med storsta gemensamma delaren till tva polynom f(X) och g(X)? Beridkna
SGD(f, g) med hjilp av Euklides algoritm da
(a) f(X)=X° - 14X — 4, g(X)= X3 -3X -2
b) fF(X)=X*—1, g(X)=2X3 - X2 42X —1

Anméirkning. P4 samma sétt som for heltal visar man att SGD(f,g) = fp + gq, dar
p och ¢ ar ldmpliga polynom. Polynomen p och g kan berdknas med hjélp av Euklides
algoritm.

3. Bevisa att om tva polynom f och g &r relativt prima dvs SGD(f,g) = 1 och f|h samt
glh s& fg|h. Kan Du se en likhet med en sats om heltal? Vilken?

4. Bevisa att om ett polynom d delar produkten fg av tva polynom och d &r relativt primt
med f (dvs SGD(d, f) = 1) sa d delar g. Vad sédger motsvarande sats om heltalen?
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Ovning E

Loésning av ekvationer. En polynomekvation dr en ekvation av typen f(X) = 0, dar
f(X) &r ett polynom. Svarigheterna med att l6sa sidana ekvationer vixer med graden.
Helt banalt 16ser man forstagradsekvationer: ax +b = 0, a # 0 ger x = —%. For
andragradsekvationer ax? + bx + ¢ = 0, a # 0, har man den vilkéinda formeln

b b\* ¢
T2 =g, E (2) T
som kan hérledas med kvadratkomplettering. For ekvationer av grad 3 och 4 existerar
mycket mer komplicerade formler som man lyckades hérleda under 1500-talet. Man vet
att for helt godtyckliga ekvationer av grad > 5 &r det inte mdjligt att uttrycka rotter-
na med hjélp av de fyra rdknesdtten och rotutragningar som tillimpas pé ekvationens
koefficienter. Detta visades av den store norske matematikern N.H. Abel* och den lika
berémde franske matematikern E. Galois' Rent praktiskt loser man ofta polynomekvatio-
ner med numeriska metoder som ger helt tillfredsstéllande ndrmevérden till 16sningarna.
Ibland utnyttjas enkla satser vars tillampningsmdjligheter &r ganska begrinsade nar det
géller att 16sa ekvationer, men &r helt tillrdackliga i undervisningssammanhang. Vi har
tva saddana satser i kursboken:

Om ett rationellt tal g, dir p,q € Z, SGD(p,q) = 1, dr ett nollstalle till polynomet
f(X) = apn X"+ ap 1 X"+ -+ a1 X + ap med heltaliga koefficienter a;, si dr p en
delare till den ldgsta koefficienten ag, och q dr en delare till den hégsta koefficienten a,.

Om « dar ett (komplext) nollstille till ett polynom f(X) med reella koefficienter, dvs
f(a) =0, sa dr ocksa @ ett nollstdlle till f(X), dvs f(a) = 0.

1. Los foljande ekvationer:
(a) X? —6X%+11X - 6=0
(b) 2X3 - X2 4+2X —1=0
(c) Ovning 7.65 eller 7.66 i Vretblads bok.

2. Loés uppgifterna 7.45 och 7.52 i Vretblads bok.

3. Man vet att polynomet X% —2X3 4+ 3X2 — 2X + 2 har ett nollstille 1 + 4. Bestéim alla
andra nollstéllen till polynomet.

*Nils Henrik Abel (5/8 1802 — 6/4 1829). Abel visade sina resultat om ekvationer av grad > 5 nér han
var 19 ar gammal. Han 16ste manga viktiga matematiska problem inom flera olika omraden. I Oslo finns hans
monument i den Kungliga Parken.

"Evariste Galois (25/10 1811 — 30/5 1832). Under sitt mycket korta liv skapade Galois en mycket viktig
teori idag kallad ”Galoisteori” som sysslar med polynomekvationer. Han visade hur abstrakta matematiska
teorier kan bidra till att l6sa komplicerade matematiska problem. Pa det séttet bidrog han till utvecklingen
av den moderna matematiken. Galois lade grunden for gruppteorin och teorin fér &ndliga kroppar. Dessa
teorier har stor betydelse for hela matematiken och dess tilldimpningar inom fysik, kemi, kodningsteori och
radarkommunikation.
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Ovning F

1. Lat N = apap_1...a1a0 beteckna ett naturligt tal med siffrorna a; (t ex N = 452 =
asaiap med ag = 2, a; = 5, az = 4). Betrakta polynomet

(%) F(X) = an X"+ an 1 X" "+ +a1X +ag.

(a) Delbarhetskriterium vid division med 3 och 9. Visa att N &r delbart med 3
(respektive 9) d& och endast da siffersumman i N &r delbar med 3 (respektive 9).

Ledning. Dividera f(X) med X — 1. Observera att N = f(10) och att siffersumman i
N ér lika med f(1). Sétt in X = 10 och drag slutsatsen att N och dess siffersumma ger
samma rest vid division med 3 (respektive 9).

(b) Delbarhetskriterium vid division med 11. Visa att N ger samma rest vid
division med 11 som sin alternerande siffersumma ag — a1 + az —az + --- + (=1)"
(exempel: 1936 ar delbart med 11 ty 6 —3+9 — 1 = 11 &r delbart med 11).

an,

Ledning. Gor som i (a), men ersitt X — 1 med X + 1.

Ovning G

Derivatan av ett polynom. Lat f(X) =ao+ a1 X + ...+ a, X" € K[X]. Derivatan
av f(X) definieras helt formellt som

f(X)=a1 +2aX + ... +na, X" L.

Man kan utan svarigheter kontrollera de vanliga deriveringsreglerna

(f+9) =f+4g och (fo)=fg+[fd.

1. Visa att a € K &r ett multipelt nollstalle till f € K[X] (dvs a har multipliciteten > 1)
da och endast da f(a) = f'(a) = 0.

Losning. "=" Lat f(X) = (X — a)?¢(X) (multipliciteten av a &r minst 2). Da #r
F/(X) = 2(X — a)a(X) + (X — a)¢/(X) s att f(a) = f'(a) = 0.

7<" Antag att f(a) = f'(a) = 0 och att multipliciteten av a dr 1 dvs f(X) = (X —a)q(X)
och q(a) # 0. Daar f/(X) = ¢(X)+(X—a)¢ (X) sdatt f'(a) = q(a) # 0 — en motsigelse.

2. Bestim reella tal a och b sa att polynomet f(X) = aX20% + X199 11 &r delbart med
(X —1)2

3. Los uppgift 7.113 i Vretblads bok.



72 KAPITEL 8. POLYNOM OCH POLYNOMEKVATIONER
Ovning H

1. Los foljande kvadratiska ekvationer genom att utnyttja sambandet mellan rétter och
koefficienter, Vretblad sid. 172-173 (utan formler eller kvadratkomplettering):

(a) X2 -6X+8=0
(b) X2+5X+6=0
() X2-X-2=0
2. Lat x1,z9, 3 beteckna rotterna till ekvationen aX? 4+ bX? + cX +d = 0, a # 0. Skriv

ut sambanden mellan ekvationens rétter och koefficienter. Ange en ekvation av grad 3
med rétterna 1,2,3.

3. Lat x;, z9 och x5 vara rotterna till ekvationen X3 — 5X2 + 6X + 7 = 0. Beriikna
22 + 23 + 23 och 23 + 23 + 23,



