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Avsnitt 1

Olika typer av tal

For att raknaupp, numrera,raknaantal och jamfora anvandsofta naturliga tal. Med var vanliga
decimalnotatior{basen 10¥krivsdessa

0,1,2,3,...,9,10,11,....

Sammanaturliga tal kan skrivas med andra beteckningssystem. T.ex. kan de skrivas R2balem
med romerska siffror:
LIV, V, VL

Dessaal kananvandagor att raknaupp foremali ordningeller for att raknaantalforemaleller for
attjamforaantaletféremali tva olika samlingarav sadana.

Oma ochb arnaturligatal kandeadderasill ettnytt naturligttal: a + b ar dettotalaantaletféremali
tvaolika samlingarav foremaldar den enaara styckenochden andra.

Talena och b kan ocksamultiplicerastill ett nytt naturligttal: « - b ar dettotalaantaletforemali a

oIikzI;g samlingar darvarje samlinginnehéllery foremaharderaVid rakningmedbokstéer skrivs a - b
vanligenab.

Foljanderiknelagar gallerfor additionochmultiplikation:

(a+b)+c=a+ (b+c) (associativitet) (ab)c = a(bc)
a+b=b+a (kommutativitet) ab = ba
0O+a=a (identitet) l-a=a
a(b+ ¢) = (ab) + (ac) = ab + ac (distributivitet)

ab = 0 precisnar nagot aw: ellerb ar = 0.



Olika typer av tal

For att illustrerar distributiviteten kan man rita figuren

b c b+c

| dettasammanhangnvandsonventioneratt om additionoch multiplikation forekommer ett och

sammauttryck skamultiplikation utférasfore addition.T.ex.ska3 - 5 + 2 betyda(3 - 5) + 2 ochinte
3(5 + 2) (vilket skulle innebéaratt additionerutfordes fore multiplikationen).

Forattsvarapafragan‘Hur mycketmerara anb?” kanmananvandaubtraktion Svaretpafraganbe-

tecknas: — b, Har dykersjélvfalletproblemettta kanvaramindreanbd upp.| safall &r subtraktionen
inte mojlig sa langeman hallersig till enbart naturligdal.

For att svarapa fragan“Hur mangaféremalinnehallervarje hog om a foremalskafordelaslika i b
hogar?”kan mananvandadivision Svaretpa fraganbetecknas:/b, mendivision &r sjalvfalletinte
alltid majlig, sdlangemanhallersig till enbartnaturligatal. Divisionengari allmanhetinte “jamnt

1]

ut”.

Ett enkeltsattatt hantergproblemetmedsubtraktionér att utdverde naturligatalentankasig att man

aventill varje sddantal a haren negativmotsvarighet-a, medundantageatt —0 = 0. Man far da
heltalen som i decimalnotatioskrivs:

0,+1,+2, 43,4+ ...,49, 410, £11,....

Utvidgningen av talsystemet fran naturliga till hela tal gors alltsa for att kunna hantera subtraktion
utan restriktioner.

Additionen av de nya och gamla talen definieras nuaamehb ar naturliga tal, som

ot (—b) = a—b om a>b
- —(b—a) om a<b

(—a)+(=b) = —(a+D).

Subtraktionem — b kan nu skrivas: + (—b). Lagg marke till vandningen: fran att ha uppfattats som
en sarskild operation har nu subtraktionen blivit ett specialfall av addition. De tidigare raknereglerna
for addition fortsatter nu att galla aven for addition av heltal. Utéver dessa har vi nu ocksa

a+(—a)=0 ( additivinvers, motsatta tal) och —(—a) =a.

Multiplikation av de nya och gamla talen definieras nu@wochb ar naturliga tal som

a(=b) = —(ab)
(—a)b = —(ad)
(—a)(—b) = ab.

ab
ab



Motiveringen till den forsta definitionen ar ganska enkel: om en skuldiltipliceras med: blir den

nya skulderzb. Den andra kan motiveras med att om ett kapital bestaende av ett (stort) antal poster
om vardera kronor minskas med poster, sa gors en forlust ab kronor. En liknande motivering till

den tredje skulle kunna vara att om en skuld bestaende av ett (stort) antal poster omivirdeca
minskas med. poster, sa gors en vinst a¥ kronor.

En annan mindre intuitiv motiveringen till den tredje skulle kunna vara att den &r en nédvandighet,
om man vill att multiplikation av heltal alltid ska vara méjlig, och att samma rékneregler som tidigare
ska fortsatta att galla. T.ex. kan man da fa

(—a)(=b) = 0+ (—a)(=b) = (ab+ (—(ab))) + (—a)(=b) = (ab+ (—a)b) + (—a)(-b) =
= ab+ ((—a)b+ (—a)(=b)) =ab+ (—a)(b+ (b)) =ab+ (—a) -0 =ab

Konkret:

81

9:-9=(104+(-1))(104+(=1)) =10-10+10(=1) + (-1D)10+ (-1)(—1) =
100 — 10 — 10 + (=1)(—1) = 80 + (—1)(—1),
sdmanskaha 1= (-1)(-1).

Denna forklaring till varfor(—2)(—3) ska séattas tilb hanvisar inte till intuitionen. Motiveringen &r i
stéllet attdet maste vara sa for att vissa réakneregler ska gélla

De tidigare réknereglerna for multiplikation fortsatter nu att gélla aven for multiplikation av heltal.
Likasa fortsatter distributiviteten att galla.

Efter utvidgning fran de naturliga talen till de hela talen med tillhdrande rakneoperationer ar alltsa
subtraktion inte bara alltid mdjlig, utan rent av en sarskild form av addition.

Aven om nu problemet med subtraktion ar lost &terstar problemet att division inte alltid ar méjlig. T.ex.
ar den inte mojligt att dela upp en skuld pénheter 2 lika stora poster. Divisionsproblemet &r minst

lika fundamentalt som subtraktionsproblemet. Inte minst for ett barn ar problemet att dela lika pa en
given kvantitet formodligen mer konkret och viktigt &n det kanske mer abstrakta skuldbegreppet.

For att I6sa divisionsproblemet kan vi géra pa ett liknande satt som nar vi inférde negativa (hel)tal.
Till varje positivt heltala infor vi 1/a och tanken &r ati(1/a) ska varal.

For att konkretisera det kan vi tdnka osscadir positivt att man delar en given stracka (av langd 1) i
a lika stora delar, dar var och en av delarna da far langd Om dab ar ett naturligt tal betyder/a
langden aw stycken saddana strackor.

1l/a b/a 1

Oma ochc ar positiva heltal géller i sa fall att

cb/ca =b/a.



Olika typer av tal

Foromengivenstrackadelasi ca lika delarochmanlaggerch sddana féljd, far mansammastracka
somom man delar den givrstrackan i delaroch laggeh avdem i f6ljd.

De rationellatalen bestarav allakvoterb/a dara ochb &rheltalocha # 0. Taletb kallashartaljare
och talet a for namnare.Talet b/a kallas ocksaett rationellt brak. Observeraatt ett och samma
rationellatal kan skrivaspa oandligtmangaolika satteftersoma/b = (ca)/(cb), for varje heltal ¢

sominte ar0. (Man kan sagattdet finns oandligmanga‘namn” pa ett och sammaationellatal.)

Addition och multiplikationav sddana tadlefinieras enligt

b v ba' + ab’
atd T Tad
bv

a o ad

Det ar lattasatt motivera dessa definitioner om vi haller oss till fallet dar taljarna &roch namnarna
ar> 0.

For att addera/a ochb’/a’ kan vi forst forlanga sa att talen far samma namnife:= (ba’)/(aa’)
och(ab')/(aa’). Det forst talet betyder da langdentay stycken strackor av langt/aa’, medan det
andra betyder langden aw’ sddana strackor. Additionénia + ' /a’ betyder da alltsa langden av
ba' + ab’ sddana strackor, dyéa’ + ab')/(aa’).

For att motivera multiplikationen kan vi tdnka oss att vi har en kvadrat
711 med given sida (av langt). Vi delar in basen i och hojden i’ lika
langa delar. Vi far da ett rutmonster i kvadraten bestaende’astycken

lika stora rektanglar. Varje rektangel ar alltsalgitaa’)-del av kvadra-
ten.(b/a)(b'/a’) kan nu tolkas som att vi ska lt&’ sddana rektanglar,
1/10 dvs (bb')/(aa’) delar av den ursprungliga kvadraten.

1/5 3/5

Rationella tal som kan skrivas/1 skrivs normalt bara (déra &r ett heltal). Pa sa vis ar de vanliga
heltalen med i systemet av rationella tal. For denna utvidgning av systemet av heltal till systemet av
rationella tal och tillhérande addition och multiplikation fortsatter de tidigare raknereglerna att galla.

Vi har dessutom

= 1 (multiplikativ invers).

SIS o

a
b

For de rationella talen &ar bade subtraktion och division (megt ) alltid majlig och i sjéalva verket
specialfall av addition respektive multiplikation.

For subtraktion har vi

a —c ad+(=c)b ad—bc

C
d b d bd bd

a
b



Division ava/b mede/d # 0 kan uppfattas som att vi ska I6sa ekvatiotiefd)z = (a/b) och vi ser,
med raknereglerna ovan, att= (ad)/(cb) &r l6sningen. Mer konkret ser rakningarna ut sa har

a ad
b . . dy  bhe
c = {Forlangnlngnedc}— cd =
d dc
ad ad
be _ be _0d_a d
cd 1 be b ¢
dc

Division med c¢/d # 0 ar allts&ammasak som multiplikatiomed d/c.

Detmestcentralasystemetvtal i matematikeréir dereellatalen Liksom systemerav naturliga,hela
ochrationellatal har det uppstattfran primitiva manskligaaktiviteter— i dettafall fran matningoch
jamforelseav olika typer av storheterDet kantill exempelvarafrdgaom matningav langderoch
avstandoch vagning awikter.

Jamforelsavtvamatt A och B paenstorhef(t.ex.langd)kani sinenklastevariantgaut paattavgora
om A arstorre anB ellerinte. Man kan sagatt det har ar fraigam en kvalitativjamforelse.

Lite mer avanceratir att gora en kvantitativ jamférelse:“Hur mycketstérrean B ar A?”. For att
besvaralennatyp av fragorutgarmanskligheteriran skalor.Nar enenhetpaensadarskalafastlagts
blir skalanen skalaav tal. Det ar forstasvalbekantmenanmarkningsvartatt en endatyp av skala
av tal kananvandagor att beskrivaen stor variationav kvalitativajamforelser:avstandyikt, langd,
temperaturtid osv.

Denskalaav tal, de reellatalen,vi anvanderssav brukarillustrerasmed enrat linje medett valt
origo (nollpunkt),enbestamdenhetspunkbchen (positiv) riktning. Man understrykerlltsadereella
talensanvandningom avstandsskala.

Att denna skala ar sa fundamental beror framfor allt pa att den ar fullstandig.

Om man tankter sig att man illustrerar de rationella talen pa en langdskala pa samma satt, kommer
figuren att se likadan ut som den reella skalan. Mellan tva rationella tal vilka som helst finns det
namligen oandligt manga andra rationella tal. Anda finns det luckor i den rationella tallinjen. En
avgorande historisk upptékt vara att langden av diagonalen i en kvadrat med sidarkan méatas

med ett rationellt tal. (Enligt Pythagoras sats ar diagonalens lifagoch det &r ganska latt att se att

det inte finns nagot rationellt tal/b vars kvadrat a2.)

Fullstandigheten hos de reella talen garanterar att den reella tallinjen inte har nagra sadana luckor.



Nar tva foremal laggs i f61jd eller sida vid sida, dr storleken av denna kombination summan av de tva
foremalens storlek, oavsett om det géller deras vikt eller volym. Geometriskt bestar addition av att
lagga strickor (eventuellt med tecken eller riktning) i f61jd lings en linje. Denna geometriska
operation motsvarar (aritmetisk) addition av reella tal.

Matt pa olika typer av storheter kan i forsta omgéngen latt multipliceras med heltal — for att
multiplicera vikten av ett foremél med 3 kan man ta den gemensamma vikten av tre sddana foremal.
Multiplikation med rationella tal kan sedan géras med uppdelning i lika tunga tiondedelar osv.
Multiplikation med ett reellt tal kan sedan géras med hénvisning till de reella talens “kontinuitet”.
(Avgorande ér att det till ett reellt tal alltid finns rationella tal godtyckligt nédra det. Mer om detta
nedan.) Algoritmer for att addera och multiplicera matt av storheter leder till (aritmetisk) addition
och multiplikation av reella tal.

Liksomfor detrationellatalsystemetir subtraktionoch division alltid méjlig och specialfallav addi-
tion och multiplikation.For att t.ex. rékna ut z/y dar y # 0 ses det som ar samsak som x - (1/y) .

An sélangehar vi inte skrivit upp de reellatalen med siffror p& sammaséattsomvi gjort medde
naturliga,hela och rationellgalen.

Mojlighetenatt gora dettdoygger pa egenskapen att det ¢t reellttal » finns rationelldal som
ligger godtyckligtnara det (d&ven om r intgalvt ar ett rationelltal).

\j

\ \ \
1 r 2

1+4/1(? Z‘L+5/10
\ \ \
1 r 2
1+4/10+5/109 Z‘L+4/10+6/100
\ \ \
1+4/10 r 1+5/10

For att inse detta nar > 0 valjer vi forst det storsta heltalet < r. Da liggerr mellana ocha + 1
d.v.s.a < r < a+1. Eftersom vi ar vana att arbeta med namn pa tal i badelelar vi in strackan fran
atill a4+ 1i 10 lika delar vardera av langt)/10. Vi véljer det storsta heltaly sa atta + ag/10 < 7.
Da liggerr mellana +ap/10 ocha+ (ag+1)/10: a+ap/10 < r < a+ (ap+1)/10. Vi lagger marke
till att ao &r ett heltal mellar) och 9, och fortsétter nu med att dela upp strédckan mellapag/10
ocha + (ag + 1)/10 i 10 lika delar vardera av langtl/100 och valjer det storsta heltah sa att
a + ag/10 4+ a1 /100 < r och lagger marke till att; &r ett heltal mellar® och 9. Proceduren kan
upprepas i evighet och vi far att



Olika typer av tal 7

r=a+ ag/10 4+ a1 /100 + a3 /1000 + - - -,

dara ar ettheltal ochag, a1, as, ... ar heltal mellard och9. Vart vanliga sétt att skriva detta ar
r=a,apaiday....

Vi sager att vi skrivit (eller utvecklat) som ett (oandlig) decimaltal (decimalbrak). Det &r viktigt att
forsta att utvecklingen i allmanhet inte slutar med en oandlig sekvens av nollor.

Vara vanliga algoritmer for addition och multiplikation (av naturliga tal) fungerar av denna anledning
inte i allmanhet for reella tal; vi har ingenstans att borja, eftersom utvecklingarna fortsatter at hoger i
evighet.

| praktiken klarar vi detta genom att rékna reella tal bara med ett visst antal decimalers noggranhet.
Nackdelen med detta ar att da galler inte de vanliga raknereglerna langre. Om vi t.ex. bestammer oss
for att konsekvent rédkna enbart med tre decimaler har vi

(8000 - 0,031) - 0,001 = 248,000 - 0,001 = 0,248
men
8000 - (0,031 - 0,001) = 8000 - 0,000 = 0, 000.

Derationellatalenfinnsju medblanddereellaochdetarnaturligtattundravilka decimalutvecklingar
somger rationellatal. En decimalutvecklinggr avslutadom den slutar med en oéndlig sekvensav
nollor. Normaltskrivervi forstasinte ut dessaitanskrivert.ex.2, 3245. Varjereellttal » medavslutad

decimalutvecklingar rationellt, eftersomdet blir ett heltal efter multiplikation med 10%, dar & &ar
antaletsiffror efter decimalkommaOm t.ex.r = 2, 3245 &r r = 10%/10* = 23245/10000.

Endecimalutvecklingir periodiskom utvecklingerslutarmedenoandligupprepningav enandligse-
kvensav siffror. T.ex.ar2,3455123123123123. . . periodiskteftersomutvecklingenavslutasmeden
evigupprakningav 123. Ettreellttal » medperiodiskdecimalutvecklingir ocksarationellt. Efter mul-
tiplikation med10*, dark &r antaletsiffor i enperiod,avslutasutvecklingenav och10%r pAsamma
vis, sdattskillnaden10%r —r = (10* —1)r haravslutaddecimalutecklingochdéarforarrationellt. Di-
visionmed10x — 1 gersedaratt” arenkvot mellantvaheltal.Omt.exr = 2,3455123123123123 . ..

s& ar 103r = 2345,5123123123123 ..., sa att

(10° — 1)r = 2345,5123 — 2, 3455 = 2343, 1668 = 23431668,10000.

A andrasidanger en decimalutvecklingav ett rationellt tal (enligt den divisionsalgoritmvi kénner
till) alltid antigenett avslutateller ett periodisktdecimalbrak Om vi t.ex. utfor divisionsalgoritmen
for a/b skavi successivutféradivisionermedb patal somvi efteretttagfar genomatt multiplicera

restervid division med10. Det finns baraett andligt antalméjliga restervid division medb saefter

etttagkommerrakningarnatt upprepa®chdecimalutvecklingemantingenatt avslutas(division med

b gar jamntut efterett tag) elleratt upprepas.



Féljande rakning illustrerar att decimalutvecklingenrav1:

0, 6 3
17,00
6
4 0
3 3
7

Eftersom problemet atlela7 med11 redan har dykt upp i rdkningarna vet vi nu att de kommer att
upprepas och

ll = 0,6363636363 . ...

Avslutningsvis nagra ord om allmanna brak. Rationella tal ar som sagt de som kan skrivas som kvot

mellan tva heltal. Det ar viktigt att uppfatta t.ex/3 som ett tal i sig och inte som en uppgift att
beréakna.

Man anvander ocksa beteckningefy for kvoten mellan tva reella tal (eller for den delen rationella
tal). | sddana fall kallas:/y for ett braktal. Nar man uppfattar en kvot mellan tva heltal som ett
rationellt tal kallas braket for ett rationellt brak (eller rationellt tal). De rakneregler som finns i texten
ovan for rationella brak galler aven for allméanna brak.

OVNINGAR

1.1. | texten illustreras rakneregetith + ¢) = ab + ac for naturliga tal. Hur illustrerar man pa
liknande satt attb = ba och att(ab)c = a(bc)?

1.2. Vihar en algoritm for att berakna produkten av flersiffriga naturliga tal utgadende fran en multi-
plikationstabell for ensiffriga sddana tal. Genomfor dentftir- 43. Varfor fungerar den? Vilka
réakneregler anvander du for att se att algoritmen fungerar?

1.3. Vi har en algoritm for att subtrahera naturliga tal. Genomfor deadtr- 279. Varfor fungerar
algoritmen?

1.4. Hur avgoér man om tva rationella tal ar lika? Hur avgér man om det ena ar storre an det andra?

(a) Vilka av féljande rationella tal ar lika? Anvand inte raknedosan!
84322 260 456 759 153
3157 2387 9757 1672 5617 561

(b) Ordna féljandeationella tal i storleksordning. Borja med det minsta.

22 173 131
520" 4257 321°
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1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

Berakna 43
@ (5-3)G+3) ® 1% @ FG-5)
3 5

Svara pa sa erék form som mojligt.(Kanner du dig oséker pa denna uppgift bor du ga till baka
till dina tidigare larobécker och repeteral)

Foéljande misstag i rakningar ar inte ovanliga:

a+b

a—l—c_
ab

a~|—c_

Ol ols

Vilka missuppfattningar ligger bakom dem? For vilkadab ochc stammer de?

Priset pa en vara stiger en vecka med 20% for att veckan efter sjunka med 7%. Hur manga
procent har varans pris stigit under de tva veckorna? Vad hander om priset sjunker 7% under
forsta veckan och sedan stiger 20% under den andra?

Skriv féljande tal pa decimalform (utan att anvanda raknedosa).

@ ® 5 ©F

23
3 (d) I

Skriv féljande tabom rationella brak.

(@ 0,237
(b) 0,237373737... (periodiskt)
(c) 34,1243243 ... (periodiskt)

Avgor om det givna rationella talet &r stérre eller mindre/4n (En raknedosa kan vara till
hjalp, men anvind den bara for att multipliceraheltal!)

313 151 71

(@) 179 (b) a () 11

Bestam de tre forstiecimalerna i decimalutvecklingen aB. (Raknedosa kan var till hjalp,
men anvand metodenextenfor att skriva ett tal vars kvadrat 4r 3. Knappa inteén /3 direkt!)
Ange en decimalutveckling av ett reellt tal som garanterat inte ar rationellt.



OVNINGAR 10

1.14. Finns det alltid ett rationellt tal mellan tva olika reella tal? Varfor?

1.15. | texten havdas det att det mellan tva olika rationella tal alltid finns oandligt manga andra ratio-
nella tal. Varfor stammer det? Stammer det ocksa att det mellan tva olika reella tal finns oandligt
manga olika rationella tal?

Nagra fragor att fundera vidare kring

1. Vilket (om nagot) ar problemet med att subtraktion och division mellan naturliga tal inte alltid &r
mojlig? Vilket av problemen ar mest konkret? | vilken ordning tas de upp (och I6ses) i skolan?

2. Hur forklaras rakneregler i skolundervisningen? Hur tas problemet med multiplikation av tva
negativa tal upp?

3. lvilka sammanhang anvands de olika typerna av tal? Hur anvander du sjalv dem? Hur hanterar
du sjalv negativa tal och brak i det dagliga livet?

4. Ar det battre eller samre att skriva om rationella tal i decimalform? Nar kan det vara bra att géra
det? Néar &r det inte bra?

Forslag till svar

4 2 4 1 22
WL R B PO S

260 153 173 212 131
315 9757 1672 561 238  561°

125 <520 < 321

136 7
15a)- 20 py_ ' g1
58)-%3 bPl—y3 9

1.6 N&r a = 0 ellerb = c respektivendr b =0 ellerc = a/(a — 1).

1.7 Okat 11,6%. Sammeesultat.

1.9a)0,77... (periodiskt) b)0,153846153846 ... (periodiskt) c) 4,2 d) 2,0909 (periodiskt).

2 1 1 - - -
110a) 50 py AT 913
1000 198 185

1.11 a) >3 b) >+/3¢c) < /3.
1.13 T.ex.0, 1010010001 . . ..

1.14Ja. Anvénd decimalutvecklingen

1.15 Ja.






Omstuvat utdrag ur

R Pettersson: Forberedande kurs i matematik

1 Addition, subtraktion och multiplikation av (reella) tal

For reella tal géller som bekant bl.a. féljande rékneregler:

(a+b)+c=a+ (b+c) (associativitet) (ab)e = a(bc)  (associativitet)
at+b=b+a (kommutativitet) ab = ba (kommutativitet)
0O+a=a (identitet) la=a (identitet)

a(b+ ¢) = (ab) + (ac) = ab + ac (distributivitet), varav (a + b)(c + d) = ac + ad + be + bd

ab = 0 precis nér nagot av a eller b ar 0.

For rakning med tecken har man ocksa att:

(-1)-a=—a (—a)-b=a-(—b) = —ab (—a)(—b) = ab
—(a+b)=—-a—-0» —(a—b)=—-a+b=>b—a.

Potenser med naturligt tal n i exponenten definieras enligt:

a’ =1 (fér a # 0) al =a a=a-a
an:a.a...a

—_———

n stycken

Definitionen och ab = ba ger potenslagarna:

H a = q"t" (™)™ = a™™ (ab)™ = a™ - b".

Eftersom (—1)? = 1, giller att (—a)! = —a, (—a)? = a2, (—a)? = —a® och allmiint

(~a)" =

a” om n ar jamnt
—a™ om n ar udda.

Exempel: Med riknereglerna ovan kan man férenkla en del algebraiska uttryck:
a) 10m—9y+5y+™m+4y—m=(10+7—-1)m+(-9+5+4)y=16m+0-y = 16m
b) m—ja—b—(c—m)]=m—-Jja—b—c+m|=m—a+b+c—m=b+c—a
c) 3abc-a3bc? - (—4b?) =3-(=4)-a-a® - b-b-b? - c- 2 = —12a*v*c?
d) (32232)4 = 3% (22)% - (4B)4 - 24 =81 - 2B - y12 . 24

e) (2z+3)(42? —6x+9) =2z 422+ 22 (—62) +22-9+3-42%2 +3 - (—62)+3-9 =
=823 — 1222 + 18z + 1222 — 182 + 27 = 8x3 + 27

O1. Forenkla
(a) 10t —1ldu+Tv —t —8v+ 14u —8v —u

(b) 70a+ 20c+ 33z + ¢ — x — 28a — 40a — 9¢ + 41x



02. Forenkla
(a) m+2p—(m+p—r) (b) 3c¢—(2a+c—5b) — (2b—2a)
(¢) Ta—2b—[(3a—c)—(2b—3c)]

03. Beriikna

(a) 52 (b) 25 (c) (_3)4 (d) (_4)3 (e) 1100
(f) 100t (g) 3° (b)) (-3)°

04. Forenkla
(a) 222710z (b) a’b*c- (—3ac?) - Yabc (c) —2p%qr-pq”s®- (=7qr?)

O5. Forenkla
(a) (32%y)° (b) (4ab®c®)? - (=2a%b)® (c) (a®)P- (aPb?P)?- P

06. Omforma (genom att multiplicera ihop parenteserna)

() z-y)z+2y) (b)) 2z—y)(z+2y)(z-y)

(c) (a+2z)(a* - a*z + a?2? — ax® + 2*) (d) (22 — 2z +3)(2 — 3z — 22?)

Foljande viktiga formler bér man kunna utantill:

(a +b)? = a?® + 2ab + b?

kvadreringsreglerna:
ssreg {(a—b)2:a2—2ab—|—b2:(b—a)2

kuberingsreglerna: (a+0b)* = a® + 3a°b + 3ab® - b°
S ' (a —b)3 =a® — 3a%b + 3ab® — b3
konjugatregeln: @b = (a+b)(a—b) = (a=b)(a+D)

a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?)
a® + b = (a+ b)(a® — ab + b?)

faktoruppdelningarna: {

Att skriva om ett uttryck som en produkt av andra uttryck kallas att faktorisera det ursprungliga
uttrycket, eller att dela upp det i faktorer . Samtliga formler ovan handlar (at ena hallet) om
faktorisering.

Uttrycket a? + b2 (liksom a? + ab + b? och a®? — ab + b?) kan inte faktoriseras (med reella tal).

I matematik skiljer man pa a ena sidan formler (eller identiteter eller likheter) och & andra sidan
ekvationer. Bada innehaller ett vinster- och ett hogerled skilda at av ett likhetstecken. Nér det
ar fragan om en ekvation ar vénstra och hogra leden inte lika for alla virden pa de ingaende
bokstéverna (variablerna). Det dr en uppgift att ta reda pa for vilka viirden pa variablerna leden
blir lika. I en formel ar diremot de bada leden lika for alla viarden pa de ingaende variablerna.
Vid omskrivningar av uttryck ar det identiteter som anvéands.

En generalisering av formeln for a® — b3 &r allméinna konjugatregeln:
| —b"=(a—b)(@ ' +a" % b+ am B b b b2 b,

Man ser att detta stammer genom att multiplicera ihop parenteserna i hogra ledet.



Exempel:
a) (3a+ 4b)? = (kvadreringsregeln) = (3a?) + 2 - 3a - 4b + (4b)? = 9a? + 24ab + 16b>
b) (3 + 2?)(z% — 3) = (2® + 3)(z? — 3) = (konjugatregeln) = (22)? — 32 = 2% — 9

(
c) (x —2y)® = (kuberingsregeln) = 2% —3- 22 -2y + 3 -2 - (2y)? — (2y)3 =
= 23 — 622y + 122y% — 8y

d) Faktoruppdelning: 422 — 9a* = (21)% — (3a?)? = (konjugatregeln) =
= (27 + 3a®)(2z — 3a?)

e) Faktoruppdelning: 1224 — 22° — 1823 = (alla gemensamma faktorer brytes ut) =
=223 (6x — 22 —9) = —223(22 — 62 +9) = —223 - (z — 3)?

f) Faktoruppdelning: z* + 8xy% = x - (23 + 8y%) =z - [23 + (24%)3] =
= (enligt formeln for a® + %) = z - (z + 2y?)[2% — 2 - 2y + (2y%)?] =
— 2 (2 + 207) (0% — 20? + 4y)

O7. Utveckla
(a) (3a — 4b)? (b) (a® + 2b%)? (c) (m*+4)%+ (m* —4)?
08. Forenkla
(a) (6—x)(z+6) (b) (a®*+y)(a®—y) (c) (2% +3)(z® —3)(x° +9)
09. Utveckla
(a) (y+3z)* (b) (3z+2y%)° (c) (a*—6x)
010. Uppdela i faktorer
(a) x? — a? (b) 9zt — 2522 (¢) 18z + 81+ 22
(d) zhy + 4x?y? — da3y? (e) -z (f) 3a% + 810°

(g) 2% —af (h) 542%y" — 1627y

Koefficienterna i utvecklingen av (a + b)"™ kan bestdmmas med hjilp av Pascals triangel:

n=>0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
) 1 ) 10 10 ) 1
0.8.V.

Ett tal i triangeln fas genom addition av de tva tal, som star ndrmast snett ovanfor.
Detta studeras i en kurs om kombinatorik.



Exempel:

a) (a+b)* = a* 4 4a®b + 6a%b? + 4ab> + b*
b) (a —b)* = a* — 4a3b + 6a%b? — 4ab® + b*
c) (a+b)® = a®+6a’b + 15a*b? + 20a3b® + 15a%b* + 6ab® + b°

014. Utveckla
(a) (z—1)° (b) (1-y) () (2 +a%)> (d) (zy®—32)°

2 Brakrikning

Med braket x = a/b = a : b menas det (reella) tal, som satisfierar ekvationen b-x = a, om b # 0.
For brakrakning giller bl.a. f6ljande regler:

(forkortning och forlingning) % = % = % (nér ¢ # 0)
b b
(multiplikation) @ == %, Z o= %7 % ) 5 — %7
b d
(division; dubbelbrak) Z//d = % : g - % >
b b b —b
(addition och subtraktion) 4 + - = a+t , e _°_¢
c c c c c c
Fran detta foljer
a ¢ a-d b-c ad=xbc
H b d b-d b-d bd

OBS:

1 1 1
ar inte alltid lika med — + —. Inte heller ar atc 1 allménhet 9.
a-+b a b b+c b

Det ar ett vanligt fel att tro motsatsen.

1 1
Om t.ex. a = b =1, sa &r ndmligen = - medan — + - = 2.
a+b 2 a b
Potenser med negativa heltal som exponenter definieras:
1 1 1
al=2, a?= —5  eeey @ "= — varav foljer
m a 1a a”
— MmN _
ai’rz =a Tognem



Exempel:

a —a (—a)-(-1) a a-b —(a—b) —a+b b-a
a) g = T = W = jb, varav fO].Jer att c = - = - = -
a a a
och = =

4,7 9.3, 4-1 3
b) 30z ;go _2-3-5 x10_7 B 5953 9548 .y
12zy 2:2-3-y 2y
) x—y r—y y—x 1
forenkl = = — - _
©) (forenda) o~ aly—x)  xly-z) @
a b 1 b (a? 4 b? + 2ab)  (a® — b?)
d) (forenkla) (-—+—-+2):(-——) = : =
) (forenkla) (b+a+ ) (b a2) ab a?b
(a®> +b*+2ab) -a?b  (a+b)?-a  (a+b)a
 ab- (a2 —b?) (a+b)(a—b) a-—1b
1 1
e) (forenkla) 572 32 + % = (faktoruppdela ndmnarna) =
__ > 1. sedl (minsta gemensamma némnare ar
T2z-1) 32 (@+l(@-1) &
. 1 1-2 (z—-1 1)-2.
233-(z+1)(m—1)) = 5-3x(x +1) (z+@=-1)  (Bz+1) 3z

2(x—1)-3z(x+1) 3z-2x+1)(xz—1) (x+1)(z—1)-2-3z
(1522 + 15z) — (22% — 2) — (1822 + 6x)  —ba®+9z+2  Ba? — 9z —2
2-3-z(x+1)(z—1) T 6x(2z2-1)  6(z3—x)

0O15. Berikna

1 1 1 1 1 2
- — (1= —2= b —4+=):(=—-=
016. Beriikna
(&) 272 (b) (=37 (¢ 17°
O17. Skriv som potenser av 2
(a) 1/64 (b) 163/210 (c) 1283/32°
018. Forenkla
6a’b3c 322" yP 2ay + y?
(a) TA 3.3 (b) gt lop—1 () ———
16ab’c 36xntiyP 2ay

122292 + 20xy? — 822y

(d) 12y

019. Forenkla
(a) (2a+2b)/(b? — a?) (b) (22 —42*)/(42? — 42 + 1)

(© (@—y?’/ly—=)® () @®=9)/F°—6b"+9)  (e) (a®—b%)/(b—a)

(f) (¢’ +1)/(a—d®+a’) (g) (z'—16)/((z +2)(z® = 8))
020. Forkorta (om majligt)
(@) (a®+0°)/(a+b)  (b) (a*—bY)/(a—1)

() (@' +bY)/(a+b)  (d) (a®—b")/(b—a)



021. Forenkla

@ (5-7) <i+;2) ) (1= )/ (1 55)
© [EEL-2Y oo iy
l/a 1/b 1 2 ® 4 4b°

@ - rgata g

022. Skriv som ett brak (pa sa enkel form som méjligt)

1 1 2 1 1 1 1
_ 2 b) 14+ —
(2) ."L‘—3+l'+3 T (b) +2x+$2—4$ (c) 2+ 1—22
1 1 1
d
(d) x3—8+2$2—8+8—4x

3 Absolutbelopp

Definition:

r om x>0
|z| =

—x om x<0
OBS: |z| > 0 for alla .
Av definitionen foljer att

xT—a nir (xr—a) >0, dvs. nir z>a
[z —a| = (

r—a)=a—z nir (r—a)<0, dvs. nir z<a

Geometriskt kan |z — a| uppfattas som (avstandet) mellan punkterna = och a pa tallinjen:

la—x|] = a—x
< e =
I

la—x|= x—a

< e =

| |

a X

OBS:
|x —a| = |a — z|
och

|t —a| =b precis nir x —a = =+b

Olikheten |z — a| < b kan skrivas utan beloppstecken: —b < x —a < b, dv.s.a—b<z <a+b,
(om b >0).



Graferna till y = |z| resp. y = |z — a| &ar:

X
[x—al

Exempel:
a) Enligt definitionen &r | — 3| = —(=3) = +3, ty z = =3 < 0.

b) Ekvationen |z + 2| = 5 kan skrivas |z — (—2)| = 5. Med avstandsbetraktelse fas att

losningarna till ekvationen &r (x; = 3 och g = —7).
<5>< ----- S =
| | |

=7 -2 3

c) Olikheten |z + 1| < 3 kan skrivas -3 <z +1 <3, dvs. -4 <z < 2.

Exempel: Los ekvationen |z — 3| + |2z + 1| = 5.

—3 ni >3
Lésning: Vi har |z — 3| = T niar x >
—(r—3) nir z<3
2c+1 nér 2xr+1>0, dvs. z>-1/2

och |2z + 1| =
| | {—(2:6—1—1) nir = < —1/2

Vi maste alltsa studera 3 olika fall:

Fall 1: Nir x > 3 fas ekvationen (x — 3) + (22 + 1) =5, d.v.s. 3z = 7, som ger = 7/3. Men
7/3 < 3, d.v.s. 7/3 ligger inte i det rétta intervallet, sa x = 7/3 &r inte en losning till den givna

ekvationen.

Fall 2: Nér —1/2 < x ¥ 3 fas ekvationen —(z — 3) + (2z + 1) =5,somgerz =1. ;=1
ligger i intervallet —1/2 < x < 3 och &r alltsa en 16sning. (Prova genom inséttning i den givna
ekvationen!)

Fall 3: Nirz < —1/2 fas —(v —3) — (2z+ 1) =5, som ger x = —1. Eftersom x9 = —1 ligger i
ratt intervall &r det en 16sning.

Svar: Ekvationen |z — 3| + |22 + 1| = 5 har 16sningarna 1 = 1 och z9 = —1.



Tillagg (till exemplet ovan): Om vi vill rita grafen till
y = |z — 3| + |2z + 1|, sa skriver vi

(x—=3)+2z+1)=3x—-2 nir x >3
y=1 —(x—=3)+2zx+1)=x+4 nir —1/2<z<3
—(z—-3)—(2x+4+1)=-3z+2 nir z<-1/2

Man ser av grafen for y = |z — 3| + |2z + 1|, att t.ex. ekvationen |z — 3| + |2z + 1| = 2 saknar
losning.

027. Bestim
(a) 7| (b) |17 (c) o]

028. Los ekvationerna

(a) Jz+1]=1 (b) 3—z|=17,5 () |lz+4]=0

d) [3-2z]=5 (e) |z—2|=-2

029. Bestim (utan beloppstecken) de z, som satisfierar

(a) |z—1/<2 (b) |z+3|<5

() 2<|z—-2[<3 (d) |z+2[<0

030. Los ekvationerna

(a) |lz—=2[+]z+1]=4 (b) |x—2[+[z+1=3

(€ |e—5|+3z+5=20 (d) |z—5/+3z+5=10

4 Kvadratrotter

Vi observera forst att
H 2?2 =x -2 >0 for alla (reella) tal x

for, om t.ex. = —t < 0, sa dr 22 = (—t)? = (=1)? -2 = +42 > 0, ty t = —2 > 0. Alltsa har
ekvationen x? = b (reella) losningar bara om b > 0.

Definition:

Med Vb, diir b > 0, menas det icke-negativa, reella tal, vars kvadrat &r b, d.v.s.

(vVb)?2 =b, om b > 0.

OBS: Vb > 0 niir b > 0.



Anmirkning. Tal som &r > 0 kallas positiva medan de som &r < 0 kallas negativa. Talet 0 ar
allsta varken positivt eller negativt. De tal som &r > 0 &r alltsa de tal som inte &r negativa och
de kallas dérfor for icke-negativa. Tal som &dr < 0 &r de tal som inte &r positiva och de kallas
dérfor for icke-positiva. I drlighetens namn ska medges att inte minst professionella matematiker
struntar i distinktionen mellan positivt tal och icke-negativt tal; med “positivt tal” avses ofta
“icke-negativt” tal.

Exempelvis dr v9 = 3.

Nér b > 0 har ekvationen 22 = b (tva) olika reella l6sningar (rotter):

21 = Vb och x5 = —/b

for 22 = (vb)? = b (enligt definition), men ocksa x3 = (—vb)? = (=1)%- (vVb)? = (Vb)? = b.
Man skriver

H x2:b:>x1,2:j:\/5 (nér b > 0).
(Nér b =0 &r 1 = 29 = 0 en dubbelrot.)

Exempelvis har ekvationen 22 =9 lésningarna 1, 2 = +9 = 43, d.v.s. 1 = 3 och o = —3.
Fran definitionen av v/b foljer bl.a. f5ljande rikneregler:

1) Va2 = |a] for alla reella a, d.v.s. Va2 = a om a > 0 och Va2 = —a om a < 0,
2) v/a - vb=+ab och /a/vb = \/a/b, for a och b > 0.

En viktig tillampning av reglerna 1 och 2 &r
H 3) Va2 -b=|a|- Vb for b >0, alla a
Ett brak med rotuttryck i nimnaren kan omformas med reglerna 4 eller 5:

gL Vo g 1 Vi Vi ya

-— for -_—

Va a’ Va  Vaa o (VaE  a’

L _va-Vb o 1 Va+vb
Ja+vb  a—b va—-vb  a—b

5)

Reglerna 5) kallas forlingning med konjugerat uttryck; (v/a — \/E) ar det konjugerade uttrycket
till (v/a + v/b) och vice versa. Man bor inte lira sig 4) och 5) utantill, men man ska veta att en
lamplig forldngning kan fa bort ett rotuttryck ur nimnaren. T.ex. dr forsta delen av 5)

1 B Vva—+b
Va+vb  (Va+vb)(va— Vo)

va—-vb  Ja—+vb

= (konjugatregeln) = =

(Va)r— (Vb2 a=b

nér a # b, a och b > 0.



OBS: I allménhet ér va + b # /a+v/b, (alltfor vanligt fel att tro motsatsen). Om t.ex. a = b= 1
ger va + b = /2 medan /a + vb = 2. P4 samma sitt &r i allméinhet /a — b # /a — V/b.

Exempel:

a) Ekvationen 422 — 3 = 0, d.v.s. 22 = 3/4 har 16sningarna x1 2 = +/3/4 = £1/3/2

1
b) (skriv med heltalsndmnare): Y = [multiplicera med konjugatuttrycket] =
B 5—V6  5—-v6  5-V6 5-6
(5+V6)(5—v6) 52— (v6)2 25-6 19

Exempel:

2) V(37 =|-3/=3

b) V7T+4v/3=1/2+V3)2=]2+V3[=2+3
c) Féra>0,b>0dra-vVb=Va2-b
d) Fora<0,b>0éra-vVb=—(—a)Vb=—/(—a)2-b=—Va2-b

e) Fb’ra>0,b>0étra-\/§:\/a2-§:\/%
f) Fora<0,b<0dra-\/t=—(-a)\/=—\/(-a)? L=~ \Ja? L= Vab

3—x x—3 (x — 3)2
= — = — = —Va —3forxz > 3.
Vi-3  Ji-3 r—3 oo

OBS: /x — 3 ér definierat for x —3 > 0, d.v.s. > 3, men 1/y/z — 3 endast for > 3.

x B x B x B x ) Yvi4ax  for x>0
vz +x3 \Jx2(1 +x) Va2 o J1+z  |zV1+= —1/V/14+2z for —1<z<0.

g) (forenkla):

h)

OBS: Var uppmaérksam pa tecknet vid inmultiplicering i och utbrytning ur rotuttryck!!!

031. Forenkla
() VO, () VOO0 () VB-v75  (d) VIO/VIZ5

(e) V12—V3 () V2-VA+VB+V16-Vv32+v64  (g) V21+V5
(h) V16 — 67

032. Los ekvationen

(a) 22 -25=0 (b) 5—22=0 () 922 —-4=0 (d) 16 —622=0
(e) 22=0

033. Skriv med heltalsnimnare

(@) 2/v6 (b)) 3/v2l (o) 1/(V3+v2) (4 2/(VII-3)

() 1/2-v5)  (f) (V6-V3)/(V6+V3)

034. Forenkla (och ange definitionsmingd): (a) V22 + 42 + 4 (b) z/Va? (c)
(V)?/x

(d) (22 -92)/V9—=z (e) z/Vad —2x? (f) Vad+222%/x

10



5 Definition av komplexa tal

Ekvationen 22 = b saknar reella 16sningar, om b < 0. Diremot har den imagindra (d.v.s. icke-
reella) 16sningar. Satt b = —c:

Ekvationen 22 = —c har for ¢ > 0 tva olika rent imagindra losningar
r1 = iy/c och x93 = —iy/c, dir i2 = —1, d.v.s
2% = —c precis niir 1 2 = +iy/c, om ¢ > 0.
Man kan ocksé (nigot oegentligt) skriva: 22 = —c precis nir 21,2 = +v/—¢ = £i /¢, om ¢ > 0.

Exempel: 22 4+ 12 =0, d.v.s 2?2 = —12 ger T1,9 = £V —12 = &iv12 = 45 - 24/3
035. Los ekvationerna
(a) 22=-4 (b) 3+4+2522=0 (c) 9+1222=0 (d) 9-1222=0

() (x—2)2=-9 ) (z+1)%*+4=0 (g) 2t =16 (sitt 22 = 2)

Ett komplext tal kan skrivas pa formen w + i - v, dir w och v ar reella
tal och i &r den imagindra enheten, som satisfierar ekvationen: i> = —1.

Talet w + i-v &r reellt om v = 0, imagindrt om v # 0 och rent imagindrt om v = 0,v # 0.

Riknereglerna for reella tal giller ocksa for komplexa tal, (med tilligget: i2 = —1).
1 3—4i 3—4i
xempel: 55 = @B o1y kowjueatregeln] = 55
3—4i 3—4  3-4 3 . 4

9-162 9416 25 25 ' 925

036. Skriv pa formen u + iv
(a) (341i)—(1—49) (b) (3+1)(1—44)
(c) (3 —44)? (d) 1/(1419) (e) 1/(1—49) (f) (3+1)/(1—49)

(g) 1/(3+14)+1/(1— 4i)

6 Polynom och rationella uttryck

Med polynom (i ) menas uttryck av formen

p(z) = apz™ + an_12" 1+ + a1 + ag

dér ay, an_1,...,a1 och ag kallas koefficienter for x™,x" 1, ..., x resp.

20(=1).

Om a, # 0 sa séiges p(x) vara av graden n.

11



Exempel: Kvadratkomplettering (i andragradspolynom)

2?2 —6r+11=22-2-2-3+11=22—-2-2-3+ 3% - 3%+ 11 = (kvadreringsregeln) =
=(z—-3)2-9+11 = (z — 3)?2 + 2. (Om man siitter x — 3 = ¢, si fas ett uttryck > + 2 utan
t-term, dvs utan forstagradsterm).

Exempel: Bestim storsta virdet av f(z) = 12z — 222 — 22.

Lésning: f(x) = 122 — 222 — 22 = (bryt ut koefficienten for x?) = —2(2? — 62 + 11) =
= (kvadratkomplettera) = —2[(z — 3)? + 2] = —2(x — 3)? — 4. Eftersom (z — 3)? > 0 for alla
reella z, s antar f(z) = —2(x — 3)% — 4 sitt storsta virde —4 ndr x = 3.

011. Kvadratkomplettera
(a) 22 +4x+1 (b) 42? — 36z + 100 (c) 3—12x — 22
012. Bestim minsta virdet av

(a) 2%+ 2z (b) 3z -2z +1 (c) a*—8x2+1

(d) 2*+822+1
013. Bestim storsta virdet av

(a) 7—2+4dx (b) x+1—522

Ett rationellt tal ér ett tal som kan skrivas pa formen E, dar p och q ar
heltal och ¢ # 0. !

Ett rationellt uttryck (iz) dr ett uttryck som kan skrivas pa formen
Z;Eg’ dér p(x) och g(x) dr polynom och g(x) # 0, d.v.s. q(x) ej dr identiskt

noll.

Om gradtalet for p(x) dr storre dn eller lika med gradtalet for ¢(z), kan p(x) divideras med ¢(z),
sa att

p(z
(

(

; k(x) + ;(a:) (dvs. p(x) = k(x)q(x) + r(x)), dér r(z) har lagre
rad #n g(x) (eller &r = 0) .
) kallas kvot(polynom) och r(z) rest(polynom).

213 — 322 + 8z + 1

E I: Divid
xempe ividera 2 9w 13

sa langt som mojligt.

Lésning:
2z + 1( = k(x))

(q(z) =)z — 22 + 3|23 — 322 + 8z + 1( = p(x))
— (223 — 42% + 62)

2?42z +1
—(2® — 22 +3)
4 —2(=r(z))

12



vilket ger

223 — 322 + 8z + 1 2w 14 4y — 2
=2z —_
2 —2x +3 2 —2x+3

024. Utfor foljande divisioner:

4 4 3 2
x Tzt +x 20° + 8z — Tx + 4
(a) ) 5 ©
2 —1 z*t —1 T+ 5xr —3
(d) 4t -T2 —x+6 () 223 — 322 +8x + 1 (f) 3xt—ad — 22—
e
x24+4x+3 2 +1 322 —x —2

7 Ekvationer av grad tva

b
En ekvation av grad tva az?+bz+c = 0 kan, da a # 0, skrivas pa normalform: 932+f:1:+£ =0.En
a a
andragradsekvation pa normalform, 22 + pz + ¢ = 0, kan lésas genom kvadratkomplettering:

2 9. PP\ (Y2 Py2_ (P2
7+ 2 5 33+(2) (2) +q=0, dvs. (x+2) (2) q,

) p_ P2
varfor x—|—§ =+ (2) q.

Andragradsekvationen x% + px + ¢ = 0 har lésningarna

.TLQ :—gﬂ: (g)Q—q.

Dessa l6sningar x; och xzo &r

1) reella och olika, om (2)2 —q >0,

2) reella och lika, om (2)2 —q¢=0,

3) imaginira och olika, om (2)2 —q<0.

OBS: Ekvationen 22 + pr = 0, for ¢ = 0, har 16sningen 21 = 0 (och x5 = —p).

Exempel:

a) Ekvationen z? + 6z +5 = 0 har losningarna
T190=-3+/(-3)2-5=-3+/9-5=-3+V4d=-3+2dvs. 11 =-3+2=-1
ochaxg9=-3-2=-5

3
b) Ekvationen 6 + 3z — 422 = 0 kan skrivas 22 — fl' — = = 0, som har 16sningarna x1 2 =
9 96
fiq/ ,/@+f +4/ + fj: V105, dov.s 21 = (3+/105)/8
och x9 = 10 /8

c) Ekvationen 22 4+ 6 = 42 kan skrivas 22 — 42 + 6 = 0 med l6sning 1,20 =2+ v4—-6 =
24v/—2=2+i-vV2dvs. 1 =24i-vV2ochze=2—7-12

13



037. Los ekvationerna

(a) 22+32z-4=0 (b) 3+2x—22=0 (c) 222=3+=x

(d) 3z+722=0 (e) 42®>+9=12x (f) 522 +3r=1

038. Los ekvationerna

(a) 224+22+2=0 (b) b5z*+3z+1=0 () 322 +1=23x

039. Los ekvationerna

(a) x+3=4- 271, (multiplicera med z)

(b) z+92 1 =12 (¢) 3+z2=2z"!

040. Los i foljande ekvationer ut y uttryckt i z:
(a) 3y*+ 5zy = 222 (b) y?+3zy — 1022 +y+5x=0

() 2y* 222 -3zy+3x+y—1=0 (d) 22 +5y*+ 22y =8y —3

Om ekvationen 2% +px+q = 0 har lésningarna 1 och xo, sa kan polynomet
z? + px + g faktoriseras:

24 pr+q=(x—x)(x — ).

Anmirkning. Om (p/2)? — ¢ < 0, sa dr z1 och x5 icke-reella, och i sa fall kan 22 + px + ¢ ej
faktoruppdelas med reella tal. (Déremot kan x? + px + ¢ alltid faktoruppdelas med kompleza
tal).

Av likheten 22 +px +q=(z —z1)(x —22) =22 — 21T — 2 -To + 21 - T3 =
= 2% — (1 + 22)x + 21 - 22 fas foljande samband mellan 16sningar och koefficienter till en
andragradsekvation:

om x;1 och xo &r l6sningarna till 224+ pr+q=0sa giller att ©1 +x9 = —p
och 1 - x2 = +q.

Exempel: Faktorisera 1 — 2z — 3z2.

2 1
Losning: 1 —2x —3x? = [bryt ut koefficienten for 2] = (—3)- (1:2 + 3% g) Los forst ekvationen

2 1
22+ 3%~ 3= 0. Man far 21 = 1/3 och xy = —1 (visa dettal). D& &r 1 — 2z — 32% = (=3) - (z —
1) - (z +1) en faktorisering. Den kan &ven skrivas (1 — 3z)(z + 1).

041. Faktorisera (med reella tal)
(a) 2°+1—6 (b) 8 —6x — 222 (c) 22 —x—1 (d) 22+z+1

042. Ange ett polynom av grad tva med nollstillena

(a) 2och —5 (b) —% och ; () 1++v5och1—+/5

(d) 24+ioch2—i
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043. Hirled sambanden mellan nollstéllen och koefficienter utgaende fran formeln

r1,2 = —p/2+ \/(10/2)72—q

En ekvation av grad fyra, som saknar x— och z3-termer, az*+bx?+c = 0,

kan med (substitutionen 22 = z) 6verforas till en ekvation av grad tva (for

2), az? + bz +c=0.
Om denna ekvation av grad 2 har lésningarna z; och z9, sa har den ursprungliga ekvationen (av
grad fyra) losningarna x1,9 = £,/21 och 3 4 = /22, ty 22 = 2.
Exempel: 7 — 2022 4+ 64 = 0. Siitt 22 = 2. D4 fas 22 — 202 + 64 = 0 med losningar 21 2 =
10 £ /100 — 64 = 10 £ 6, d.v.s. z; = 16 och zy = 4.
22 = z; = 16 ger x1,2 = £V16 = £4 och 22 = 29 = 4 ger T34 = +v/4 =42, d.vs. l6sningarna
till 2 — 2022 + 64 = 0 &r 4, —4,2 och —2.

OBS: En ekvation av grad fyra har alltid fyra 16sningar, (som kan vara olika eller lika).

044. Los ekvationen
(a) 2*—T22+12=0 (b) 1225 —T4a? +2* =0 (c) z*—22-12=0
(d) 2422 =72+ 224 (e) 62*=Tx>+3

Anmiérkning. Flera olika typer av ekvationer (t.ex. rot-, exponential- och trigonometriska) kan
i vissa fall med lampliga substitutioner 6verforas till ekvationer av grad tva.

045. Los ekvationerna
(a) 2% —3.20FL 4 8 =0, (siitt 22 =2)  (b) 3% =4 — 3177 (siitt 3% = 2)

(c) x4+ 6yx =1, (sitt V= 2).

8 Faktorsatsen. Ekvationer av gradtal storre &n tva.

Faktorsatsen: Om p(z) &r ett polynom i = och p(z;) = 0, d.v.s. om z
ar en l6sning till polynomekvationen p(z) = 0, sa dr (z — x1) en faktor i
p(x), d.v.s.

p(x) = (z —21) - q(x),

dér g(z) ar ett polynom med en enhet ldgre gradtal &n p(x). En 16sning till p(x) = 0 kallas ett
nollstille till polynomet p(z).
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Exempel: Los ekvationen 2® — 9z 4+ 10 = 0.

Lésning: Efter provning (av t.ex. 0,+£1, 42, ...) finner man att x1 = 2 ir en 16sning, for 23 — 9 -
24+ 10 = 8 — 18 + 10 = 0. Enligt faktorsatsen dr da x> — 9z + 10 delbart med z — z1 = = — 2.

Metod 1: S.k. 1ang division med (x — 2) (Se paragraf 1.6) ger 23 — 9z + 10 =

= (v —2) - (22 + 22 — 5). (Genomfor rikningarnal).

Metod 2: Ansitt 23 — 92410 = (x —2)(a-2? +b-x 4 c). Man ser direkt (genom multiplicering av
parenteserna i hogra ledet), att @ = 1 och ¢ = —5. D #ir 2° — 92+ 10 = (v —2) - (2?2 +b-2 —5) =
23 +b-22 52 —22% —2bx +10 = 23 + (b—2)2? — (5 +2b)x + 10, varav fas b = 2, (vid jimforelse

av forsta och sista ledet).

Vi har alltsa 2% — 92 + 10 = (z — 2) (22 + 22 — 5) = 0, dér x1 = 2.
Ekvationen 2 4+ 2z — 5= 0 ger x93 =—1+£+y1+5=-1% V6.

Svar: Losningarna ar x1 = 2,10 = —1 + \/6 och 3 =—-1— \/6

Anmirkning. En ekvation av grad tre har tre 16sningar, (lika eller olika).

Exempel: Faktorisera (med reella tal) 23 — 322 + 62 — 4.

Lésning: Ekvationen o3 — 322 +6x —4 = 0 har 16sningen z1 = 1. Man finner (genom division med
(r—1)) att 23 — 322+ 62 —4 = (v — 1)(2® — 22 +4). Ekvationen 22 — 27 + 4 = 0 har imaginira
l6sningar (visa detta!). Polynomet z? — 2z + 4 kan déirfor inte ytterligare faktoruppdelas med

reella tal.

Svar: x3 — 322 + 62 —4 = (v — 1)(2? — 22 + 4)

Exempel: Los ekvationen (22 — 2z — 7)? = 0.

Lésning: Forst 16ses ekvationen 22 —2x — 7 = 0, som har 16sningarna z1 o = 1+ 21/2. Den givna
ekvation, som &ar av fjarde graden, skall ha fyra losningar. Ekvationen kan skrivas:

(2% — 22— 7)(2* — 20— 7) = 0.
Av detta inser man att z3 = 21 = 1 + 2v/2 och att 24 = 29 = 1 — 2V/2.

Svar: Losningarna dr 1+ 2v/2, 1+ 2v/2, 1 —2v/2 och 1 — 2v/2 (dubbla lésningar).

046. Los ekvationerna

(a) 2*+322+12=0 (b) 23 —-222-52x+6=0
(c) 22%+ 1422 +22x+4=0 (d) 6+322 -5z —23=0

() at+2*+22—-4=0 (f) 32724182 3=1+4-27!

047. Loés ekvationerana

(a) (z—1)2=0 (b) 23-1=0 () (@*+1)3=0

(d) (=®+1)?=0
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048. Faktorisera (med reella tal):
(a) 2% —22%—-52+6 (b) 23+ 722+ 11z +2

(c) 22°+4x®+z+2 (d) 6+322—5r—2a3 (e) 12z +4x3 —22% — 822 -6

Har ar nagra exempel pa andra typer av ekvationer:

T+ 7 1 3z+11

4r —14 3 22 -7

Exempel: Lés ekvationen

Lésning: Multiplikation med minsta gemensamma ndmnaren 6(2x — 7) # 0 ger ekvationen
3(5x+7)—2(22—7) = 6(3x+11) d.v.s. 152+21—4x+14 = 182+66 eller (15—4—18)x = 66—21—14
31 3

d.v.s. =7z = 31 med 16sning = = - = —4?

023. Los ekvationen

3z 25w — 0,05 0,54 10z z—1

1
@) =23 ® 0,4 ;02 () 5=

2 z 1 5 z+1 1 1
d = —1|:]1 ==
W st 6w 2wty © ool =5

023’. En pappa, som ir 33 ar, ir 66 ganger sa gammal som sin son. Nér blir han endast 6 ganger
sa gammal?

9 Rotekvationer

En rotekvation ar en ekvation, dar den obekanta storheten forekommer under rotmérke. En sadan
ekvation kan (ibland) losas med bortskaffande av rotmirket genom en eller flera kvadreringar,
(eventuellt efter dverflyttning av vissa termer).

OBS: Den kvadrerade ekvationen kan ha fler 16sningar &n den ursprung-
liga rotekvationen. Provning av 1osningarna ar dirfér nodvéandig!

Man har nimligen att q(z) = /p(x) = (q(x))? = p(z), men att (¢(z))? = p(x) = q(z) =
++/p(z). Nir man l6ser ekvationen (q(x))? = p(x) loser man i sjilva verket tva ekvationer
samtidigt ndmligen ¢(x) = /p(x) och q(x) = —/p(z). Vid prévning av en 1sning riacker det
att avgora till vilken av dessa bada ekvationer 16sningen hor.

Exempel: Los ekvationen 1+ vx2 + 5 = 2.

Lésning: Ekvationen kan skrivas va2 +5 = 2x — 1. Kvadrering ger 22 +5 = (22 — 1)? =
422 —4x + 1, d.vs. 322 —4r — 4 = 0, som loses. Man far 27 = 2 och x5 = —2/3. Nu maste
provning ske genom inséttning i den givna ekvationen, eller (bdttre) genom provning i ekvationen
V2 +5 =2z — 1, varvid endast tecknet behdver privas, eftersom ¢ = p < ¢ = +/p):

x1 = 2 ger vinster led: VL =1+ V22 +5=14+V4+5=1++v9 =1+ 3 =4 och higer led:
HL =2x=2-2=4. Diarmed dr x; = 2 en 16sning till den givna ekvationen.
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zp=-2/3ger VL=1+/545=1+/2=1+%=10/3, men HL=2-(—2) =
= —4/3. Diarmed &r zo = —2/3 inte en 16sning till den givna ekvationen. (Losningen xo = —2/3
ar en s.k. falsk losning, som dykt upp pa grund av kvadreringen).
Svar: Ekvationen har l6sningen x, = 2.
Anmirkning. xo = —2/3 ér l6sning till ekvationen 1 — va? 4+ 5 = 2z.
049. Los ekvationerna
(a) 3+ Va2 —6x+9=2z (b) z+2yz=38 (c) Ve+132==x
(d) Ve+l-vVr+6—2=3 (e) 2z+Va?4+z=1

f) Ve+3=vVz—-2++x-5

10 Linjira ekvationssystem. (Ekvationer av forsta graden med
tva eller flera obekanta)

Vid 16sning av ekvationer med flera obekanta forsoker man genom elimination skaffa sig en
ekvation, som bara innehaller en obekant.

3x+2y=5

Exempel: Los ekvationssystemet
Tr+3y=1

Metod 1: (Substitutionsmetoden): Den forsta ekvationen ger x = (5 — 2y)/3, som inséttes (sub-
stitueras) i den andra ekvationen. Da fas 7(5 — 2y)/3 + 3y = 1, d.v.s. 35 — 14y + 9y = 3 eller
32 = 5y, varfor y = 32/5 = 6,4 och v = (5 — 2y)/3 = —13/5 = —2,6.

Metod 2: (Additionsmetoden): Multiplicera (fér att eliminera x) de givna ekvationerna med 7
resp. (—3) och addera:

—21lx — 9y = -3
5y = 32

{ 21z + 14y = 35

Fran detta far man y = 32/5 = 6,4, som insatt i en av de givna ekvationerna (vilken som helst)
ger x = —13/5 = —2,6.

Svar: x = —2,6 och y = 6,4

OBS: Man bor alltid kontrollera svaret genom inséttning i de givna ekvationernal!

Anmaérkning 1. I exemplet ovan géller att:

3x+2y=>5 N 3x+2y=2>5
Tr+3y=1 5y = 32

dér det hogra ekvationssystemet ar trianguldrt, d.v.s. koefficienterna for x och y bildar en tri-
angel.
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Anmérkning 2. Den linjara ekvation ax + by = c¢ betyder geometriskt en rét linje. Ett
system av tva sadana linjdra ekvationer har alltsa

a) en, b) ingen eller ¢) odndligt manga 16sningar beroende pa om de rita linjerna ér a) skdrande
b) parallella (och olika) eller ¢) sammanfallande.

025. Los ekvationssystemen

22 4+ 3y =10 3xr—2y =10 20 + 3y =2
@) {2x—y=6 (b) {x+y:5 (c) {7x+5y:—4
3r—2y =3 Sr+y =3
@ {9x—6y—8 © {10x+2y—6
© {15x+14y:59 © {1/ﬂc+1/y:5/6
122 — 35y =1 1)z —1/y=1/6
6z 4 5y + 2 =45 20 —y+2=120,1
(h) bx +2y —z=23 (i) r+y—2=29,9
13z —Ty+2=6 3z + 2y + 8z = 30,4
r+2y+z=3 r+2y+22=3
() T—y+2z=2 (k) 3x+y+22=7
3r—2y+2=-3 S5r+4y+2=0

026. En person som tillfragades om sin alder svarade: "For 9 ar sedan var jag 26 ganger sa
gammal som min son, men om 2 ar blir jag bara 4 ganger sa gammal.” Hur gammal
var han?

11 Ekvationssystem av hogre grad

Vissa system av ekvationer med tva (eller flera) obekanta kan 16sas med (substitutionsmetoden):

(z+y)(z-1)=0 (1)

Exempel: Los ekvationssystemet
P Y { P24yt =4 2)

Lésning: Ekvation (1) ger x +y =0 eller x — 1 = 0.

Fall 1: 2 +y=0,d.vs. y= —z ger insatt i ekvation (2), 22 + 2% = 4, varav fas z1 o = +V/2.
Men y = —z. Vi far alltsa l6sningarna

Tl = \/§ och T2 = —\/i
y1=—V2

Fall 2: 2 —1=0,d.v.s. z = 1 ger insatt i ekvation (2), 1+ y? = 4, varav fas y34 = +v/3. Vi
far alltsa losningarna z3 = 1, y3 = V3 och 24 = 1, y4 = —/3.

Svar: (z,y) ar lika med (v2, —v/2), (—v/2,v/2), (1,v/3) eller (1, —/3).
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Anmirkning. Geometriskt betyder ekvation (1) (i exemplet ovan) tva réta linjer och ekvation
(2) en cirkel. Losningarna &r alltsa koordinaterna for skiarningspunkterna. (Rita figur!).

050. Los ekvationssystemen

@) {:c+y—3 o) {x—y—2 . {(y+2)(:c+y+1)—o

22 —y? =6 22+ 3y =6 2 +y? +4y=9
(d) 22 —zy==x () 2y% + 2y + 422 =10
e
22+ 3y2 =6 y? — 2xy + 1222 =5

12 Olikheter

For olikheten a > b géller bl.a. f6ljande rikneregler:

a>bsa—-b>0 a>bsa-c>b-c, om ¢>0
a>bs —a< —b a>bsa-c<b-c, om ¢<0
a>bsat+cec>b+c a>b<al/c>b/c, om ¢>0
a>bsa—c>b—c a>bealc<b/c, om ¢<0

For olikheterna a < b,a > b och a < b giller liknande regler.

H OBS:a>b&sb<a och a>bseb<a.

Vid behandling av olikheter (nedan): flytta alltid 6ver termer, sa att ena
ledet blir 0.
Exempel: For vilka z dr 223 < 722 + 5z — 47

Lésning: Olikheten kan skrivas p(z) = 22° — 722 — 52 +4 < 0. Ekvationen 223 — 722 —5z+4 = 0
har 16sningarna x1 = —1, x9 = 1/2 och x3 = 4 (visa dettal). Enligt faktorsatsen &r da p(z) =

1
223 — 2% —5r +4 =2+ 1)(z — 5)(30 —4).

For att bestimma de x, for vilka p(z) < 0, kan vi sitta upp foljande teckentabell:

r<—-1l|lz=-1|-l<z<i|az=Ll|l<co<d|a=4|2>14
(@+1) | ——— | 0 T + | o+ |+ [
@3 —— | - - 0 | 44+ | + |+++
(@—4) | ——— | - —-—- - -—- 0 | +++
p(z) -——— 0 +++ 0 -——= 0 +++

1
Vi finner att p(z) < 0, om 2 < —1 eller 3 <z <4
Svar: Olikheten géller, om z < —1 eller 1/2 < x < 4.
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1
Exempel: For vilka x dr — > 2x — 17
x

Lésning: Olikheten kan skrivas:

1 1 — 222
R(x):——2x+1:ﬂ > 0.
x x
R(z) &r en rationell funktion, dér téljare (och ndmnare) kan faktoruppdelas. Téljaren T'(z) =
1 — 222 + 2 har nollstillena —1/2 och 1. Déarfor #r T'(x) = (—2)(z +1/2)(x — 1) =
—2z+1)(z—-1)=Q2x+1)(1—=z)och R(z) =2z +1)(1 —x)/x.

Vi far foljande teckentabell:

r<—-1/2|z=-1/2 | -1/2<2z<0|2=0 |0<z<l|z=1]| 2>1
21| ——— 0 +++ + +++ + |+
l—z | +++ + +++ + +++ 0 | ——-
x - - - 0 +++ + |+t
R(x) +++ 0 - —— ej def. +++ 0 - ——

Vi ser att R(z) > 0,om z < —1/2eller 0 < 2 < 1. (For x = 0 &r R(z) ej definierad.)

Anmirkning. Man kan ocksa skriva R(z) = (—2)(z + 1/2)(z — 1)/x och bilda en teckentabell
med faktorerna (—2), (x + 1/2), (x — 1) och z. (Gor dettal)

Svar: Den givna olikheten géller, om z < —1/2 eller 0 < z < 1.

OBS: Den givna olikheten (i exemplet ovan) far inte multipliceras med x, d.v.s. den far inte
skrivas 1 > x(2z — 1). Vérdet pa x kan némligen vara negativt.

0O51. For vilka z giller foljande olikheter?
(a) 1>22%2 -2z (b) 22+x<1 () 22+1<uz (d) 2?2>2z-1

2
(e) a3+ 2x > 322 (f) 623 <1722 + 42 -3 (g) z+3> :EQ
x —_—
1
(h) (z—1)%< :L‘—?— 1 (i) - < g < (studera forst de bada olikheterna var
for sig).

13 n:te roten ur ett reellt tal. Potenser med rationell exponent.

Definition:

Med /b menas den reella (och positiva, om n = 2m &r jimnt) 16sningen
till 2 = b, d.v.s. (V/b)" = b.

Ekvationen x™ = b, dér b reellt, har da foljande (reella) 16sningar:
1) 2 = Vb, om n = 2m + 1 r ett udda (positivt) heltal,
2) z = £ /b, dir ¥/b >0, om b > 0 och n = 2m é#r ett jaimnt (positivt) heltal.
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Dessutom har z" = b alltid komplexa 16sningar, om n > 2, b # 0. Om n &r jamnt och b < 0,

sa saknar 2™ = b reella 16sningar och /b ér inte definierat. For udda n = 1,3,5, ... giller att:
n_p (l/g
Definition:

o= /.

[ bw = /b, och (fr b > 0) b

Exempelvis giller for den vanliga kvadratroten, att

[ Vo=b=0b12 for b>0

m m
Man kan visa, att potensuttrycket b» med rationell exponent x = — for b > 0 satisfierar de
n

allménna potens- (eller exponential-)lagarna:

bE L BY = B, BB = B, 1B = bY, (b)Y = b7,
(ab)® =a®-b* och (a/b)* = a”/b".

Det #r samma lagar som for heltalsexponenter. For n:te rotter géller da (fér b > 0) bl.a.
foljande riakneregler:

R/ Vo ="p—= VWb (=bwr) (V/B)™ = Vom (= b,
Va- /b= Vab Ya/ Vb= /a/b.

For uttrycken /a+ /b, /a— b, /a+0boch ¥a— b finns inga allméinna formler. Exempelvis
ar i allménhet Va4 b # a + /b, (alltfor vanligt fel att tro motsatsen!).

Exempel:

c) V125 = 1253:(53)%:5% —51 =5
d) Wa?2= VVa?= /|z|
052. Forenkla
(a) 2713 (b) 4705 (¢) (V8)2/3 (d) 21/3.2-4/3 (e) 31/2/9-3/4

(f) 372/3/(1/3)~4/3 (g) (0,0016)7025

053. Forenkla
&) VO (b)) VB (o V=24 @ VVB (e VV2

) VVVE () 4/V16  (h) YBI- Y9+ V12— V27— V/3V3

054. Bestim de reella 1osningarna till

(a) 28=16 (b) 2°=243  (c) 6425 —-27=0
(d) 2°+8=0 (e) 2*+8=0
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055. Forenkla (och ange definitionsmiingd):
(a) V3a2-V0a  (b) Vr/¥x () YV () VVal
() Va/ya (B \Joiavs

14 Allminna potenser (Potens- och exponentialfunktioner)

o m .
Vi har ovan definierat vad som menas med uttrycket ¥, da b > 0 och z = — &r ett rationellt

n
tal. Man kan allménnare definiera uttrycket b* for b > 0 och alla reella x, sa att potens- och
exponentiallagarna giller (fér a och b > 0):

B = T B, BT = B, bV = 1Y, b = (b)Y,
a® - b* = (ab)®, a*/b* = (a/b)*

b* kallas for en potens av b, b kallas bas och x kallas exponent.

OBS: Man skiljer pa potens- och exponentialfunktioner:

Potensfunktion: f(x) = x® (z=variabel, a=konstant)
Exponentialfunktion: f(x) = b* (x=variabel, b=konstant>0).

OBS:

a) b* > 0 for alla z, d.v.s. kurvan y = b* ligger ovanfor z-axeln,
b) b’ =1, d.v.s. y = b® gar genom punkten (z,y) = (0,1) for alla b > 0,

vixande (for vixande x), om b > 1

c) y:f(m):brér{

avtagande (for vixande z), om 0 < b < 1.

bX
b>1

O<b<1

Av speciellt intresse dr den naturliga exponentialfunktionen:

f(z) =€e® med basen e=2,71828.....

(Tangenten till y = €® i punkten (z,y) = (0,1) har riktningsvinkeln 45°.) For e géller alltsa att

H =1, e >0forallax, € vixande for alla z

23



samt exponentiallagarna:

H etV =t e¥, eV =¢"/eY, e Y =1/eY och e*¥ = (e*)Y

OBS: ¢* ¥ &r (i allménhet) inte lika med e* + e¥. (Alltfor vanligt fel att tro motsatsen). Exem-
pelvis &r, for x =y =0, e*¥ =¥ = 1 men e* +¢¥ = e + e = 2.

Exempel: (forenkla): (3V2)V2 =3vV2V2 =329

Exempel: Los ekvationen 2% + 271 = 6.
Losning: Ekvationen kan skrivas 227 1(24+1) =6, d.v.s. 21 =2 varforx —1 =1, d.v.s. 2. = 2.

(Alternativ losningsmetod: Sétt 2% = z. Genomfor rékningarnal)

Exempel: Bestim reella losningar till ekvationen e2* + e — 2 = 0.

Lisning: Satt e® = z. DA #r €** = (e%)? och vi far ekvationen 22 + z — 2 = 0 med lésningar

21,2:—%i %+2:—%i%, d.v.s. z1 =1 och 29 = —2.
Fall 1: e* =2z =1 =¢€" ger 1 = 0.
Fall 2: e = z9 = —2 &r en orimlighet, da e® > 0 for alla reella .
Svar: Ekvationen har den reella 16sningen x; = 0.
056. Forenkla
(a) @33 (b)) eV2.eVB.e VI (o) 8V2.27VB/(y2)VE

0O57. Visa att
(a) 2¥2<v8  (b) 2V2> ¥/128 (c) 2V2.2v8 > 421

058. Bestim reella losningar till

(a) 2% =64 (b) 4* =38 (c) 4% = -8
(d) 5"t 4+3.57=8 (e) 3 +2.3"1 =45 (f) 6-4% —47+2 =16

(g) 4-8"+3.2%Fl=5

059. Bestim reella losningar till

(a) e*+2-e*=3 (b) 3% —4.3*+3=0

(c) 2% oo+l —ov-l (d) 2°4237=9  (e) €3 +4e? —e®—4=0
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