Forelasning XI

Mer om generaliserad integral
Ex 64: Givet h(z) = (22 — bz +2) e~ /2.
(a) Bestdm en p.f. till h(z).
(b) Berdkna / h(z)dz.
0

(a) Losning:
Vi har hér en integrand som ar en produkt av ett polynom av grad 2
och en exponentialfunktion. Vi kan anvanda P.I. for att berdkna en

primitiv funktion.
Tidigare har vi berdknat

/(x — 2)e*w/2dx ={P1l} = —2ze /% 4 C.

Vi deriverar polynomet  — 2 =: g(x) i integralen i HL vid P.I. Detta

resulterar i att den primitiva funktionen har ett polynom (= —2z),
som faktor av samma gradtal som polynomet faktorn(z — 2) i inte-
granden.

Det ar latt att overtyga sig om, att en primitiv funktion till h(zx) ar
anyo en produkt mellan ett polynom Az? 4+ Bx + C och e=%/2,
Man kan da ansdtta en p.f. som

(Az? + Bz + O) - e~ /2,

For att bestimma koefficienterna A, B och C, skriver vi upp sam-
bandet med integralen:

/ (2% — b2 +2) e */?dx = (Az® + Bz + C)e™*/* + C1.

Daérefter deriveras bada led:

VL HL
1
(2* — 5z +2) e”®/? = |(Az?+ Bz +C) (—2> +2Ax—|—BJ e /2,
Nu ar VL och HL identiska (som vid PBU) och saledes &r koefficien-
terna lika.
VL HL
2?2 1 = 1 A A=-2
2
2t | =5 = f%BJrQA(:) B=2
0 1

Svar: En p.f. dr 2z(1 — x)e~*/2.



Sats:

(b) Losning:
For att berdkna / h(z)dz, anvinder vi givetvis den p.f. som vi
0
har i (a).
/ h(z)dz = lim [2x(1-x)e —2/2b = Jim (2b(1—b)e="/2—2.0-(1-0)e%/?) = 0—0 = 0.
— 00
Att gransvardet

2b(1 — b
lim 2b(1 — b)e % = lim »a-b
b—o0

b—oo eb/2

beror pa att exponentalfunktonen e®? gar mot co snabbare #n varje
potensfunktion (Standardgransvérde).

/—dm

ar konvergent omm a < 1 och

ar konvergent omm a > 1.
Bevis:

Om « =1 far vi, for a > 0, integralen

1y
/ —dr=1Inl—-Ina
W T

Som divergerar (mot co) eftersom Ina — —oco da a — 0.
Dessutom far vi

b
/ ldavzlnb—lnl—>ood§Lb—>oo.
1

x

11—«

1
7d _ _11—a_7 l—a.
/ v 1-a l—aa

Oma<1léarl—a>0,saatt
b
11—«
Oma>1éarl—a<0,saatt

1
— a7 5 —codda— 0y, alltsa divergent.

l—«

For o # 1 ar en primitiv funktion 1

a'™ =5 0daa— 0p, alltsa konvergent.

<1
Beviset i fallet / —dx gors pa liknande sétt.
1T




Integral: Berikning av langd, area och volym

Att berdkna volymen av en del kroppar klarar man med endimensionell analys.
Vi har tva metoder, Skivimetoden och Skalmetoden.

Ex 65: Berdkna volymen av en ellipsoid(-kroppen) med halvaxlar a, b och c.
Losning:

Ellipsoidens yta kan skrivas med ekvationen

(@/a)* + (y/b)* + (2/0)* = 1. (1)

Vi skivar upp ellipsoiden i cylindrar med tjocklek dx och area A(z). En
sadan cylinder har da volymen

dV = A(x)dx.

Hur stor &r A(z) for —a < x < a? Vi utgar fran att en ellips med halvaxlar
a och 8 och medelpunkt i (0,0) kan skrivas

(y/a)? 4 (z/B)? = 1 och har area ma3.

Fér fixt o beskriver (1) en ellips. Det ser vi om vi flyttar 6ver (x/a)? till
HL och far

(y/0)* + (2/0)* =1 = (x/a)* =: h(w).
Genom att dividera bada led med h(x) erhalls

2 22

ORVIETANm T
alltsa en ellips med halvaxlar
b- \/m och c- \/% .
Motsvarande Ellipskivas area A(x) ar

A(x) = b - \/h(z) - c- /h(x) = whe(1 — (z/a)?).

Ellipsoidkroppens volym V;, fas med f6ljande integral

=1

a a
Vo = / 7be(1 — (x/a)?)dr = {Jdmn integrand} = 27Tbc/ (1 — (22/a®))dx =
—a 0
3 ad 4mabe
= QWbclix_W:|0:27TbC|:a—3a2:|: 3 .
Kommen- — For a = b = ¢ = r ar ellipsoiden en sfar som innesluter klotet med
tarer:
4 3
volym Vy = 7;:
d 4mr3
— Motsvarande sférs area ar So := Vj(r) = = 7;: = 4772,



— Det finns inget enkelt exakt uttryck for arean av en ellipsoids yta.

Ex 66:

(a) Rita och berdkna aeran av ytan som begransas av kurvan,
(b) samt berdikna lingden av kurvan given av (x,y) = (cos® t,sin® t),
0<t < 2m.

Losning;:

En kurva dér  och y ar funktioner av (ytterligare) en variabel beror
pa parametern t ar en kurva pa parameterform.

Vi ser att kurvan gar genom punkterna (x,y) = (£1,0) och (z,y) =
(0,£1). Det ar hiar mojligt att uttrycka y som en funktion av z i
6vre halvplanet. Men vi berdknar derivatan y'(x) genom f6ljande.

dy )
, dt Jcostsin”t
=2 =———=—tant.
v () dz  —3sintcos?t an
dt

Speciellt i punkten (1,0), som motsvarar ¢ = 0 (och ¢t = 27) ar
y =0. Fort = /2 dry = oo och for 0 < ¢t < w/2 ar 3y < 0.
Av symmetriskt ser kurvan ”likadan” ut i alla fyra kvadranterna. En
skiss av kurvan ar som nedan.

Astroid. Den streckade kurvan bestar av fyra kvartscirklar. Det framgar att
astroidens langd &r mindre &n enhetscirkelns langd.



(a) Arean A som begransas av kurvan.

x = cos®t = dr = 3cos? t(—sint)dt

1
4/ ydx = { V.S. =
2=0 0<z<l<=7a/2>t>0

A

/2 /2
= 12/ sin® t cos? tdt = {Symmetri} = 12/ sin? ¢ cos tdt
0 0
/2 /2
= 24A= 12/ [sin®  cos® ¢ + sin® ¢ cos*]tdt = 12/ cos? tsin’ tdt =
0 0
/2 3 w/2 2
= 3/ sin? 2t dt = f/ (1 —cos2t)dt = iil
0 2.Jo 4

— A= %T (Svar).

(b) Kurvans liangd ar

2 dx 2 d 2 21
L = / — | + i dt = \/981n2tcos4t+9sin4t0032tdt:
0 dt dt 0

27 T w/2
3 \/(costsint)2dt=3/ |costsint\dt:3-4/ costsintdt =
0

2
0 0

w/2 1 )
6/ sin2tdt =6 - 3 [cos 24]7/% = 6.
0

Svar (b): Langden pa kurvan &r 6 le.

g:;::nen_ * Vi ser att berdkningarna underlattas genom anvandning av sym-
metri.
* Kurvan kallas astroid.
x Léngden pa kurvan &r alltsa 6 l.e. Langden pa enhetscirkeln &r
27 = 6.28 alltsa lite langre. Detta visar att astroiden inte &r fyra

kvartscirklar som ar vanda inat.

Ex 67: Vi betraktar nu kurvan y = g(z) = zv/z +2, -2 < z < 2. Den
begrénsar en yta, tillsammans med x—axeln (y = 0) i talplanet som
delvis ligger under x—axeln.

Ytan roterar kring x—axeln och genererar pa sa sitt en (rotations-
Ykropp. Dess volym kan vi berdkna med skivmetoden.

A(z) = n[f(2)]* = nf(x)*.
Volymen ar alltsa

2 2

4

V0:7r/ xz(x+2)dx:47r/ 2y = — .2 = 27 yee.
_9 0 3 3



Ex 68: Kurvan y = f(z) = €%, y = 0, x = 0 samt = 1 begrénsar en yta i
talplanet.

(a) Ytan roterar kring x—axeln och genererar en kropp med volym
Vo. Berakna volymen.

(b) Ytan roterar kring y—axeln och genererar en kropp med volym
V1. Berdkna volymen.

Losning:
(a)

6293

1 1
V0:7r/0 f(x)zdxw{Q] =e? - 1.
0

(b) Vi ser att kroppen i detta fall & ”en cylinder minus en skal”.
Cylinderns volym

V11:71'~].2~€:7T~€.

Skalens volym far vi genom att se den som en rotationskropp
runt y—axeln:

funkion: z = f~1(y) =Ilny

T — granser: 0, 1
T — granser: 1, e

)

Motsvarande volym ar

VIQ

7T/le(lny)zdy = {P.L} = nly(Iny)’]§ - ﬂ/le y-2ny- idy =
= w(e—2lylny —y|]) = me — 2.
Vi=Vin—Vig=m-e— (me—2m) =2m (v.e.) (Svar)
Ex 69: Berakna tyngdpunktens for en homogen, rat cirkular kon.
Losning:
Vi ser cylindern genererad av ytan y = kx, 0 < x < h. Da ar h konens

héjd. k=r/h, dér r ar radien. Tyngdpunkten ligger pa z—axeln. Den

beréknas som
_ Jxdm

= [ dm
dér dm &r en infinitesimal massa, massan av en cylinderskiva med
bredd dx. Lat p var den konstanta densiteten. D& ar V = V(x) =

€T

h 2
%, volymen mellan z = 0 och = x. Det ger
2,.2
dm = pdV och dV = ?”"dex
Alltsa ar taljaren

2 rh 2

__pr 3. 2h

/zdmfwﬁ zdil?*WPTI



och ndmnaren
2 rh 1
P 2 2 h
1 d = — d = —_—
/ m=ms /0 z'dz = mpr-—

Tyngdpunktens z—koordinat &ar saledes

7rpr2h72 3
rT = o Il = Z h.
TOrE

Tyngdpunken &r alltsa beldgen 1/4 av héjden réknat fran basen.




