Forelasning 111, 20170328

1.

Absolutbelopp:

Sats

Gransvirde och kontinuitet forts
Skrivsitt for grinsvirde

fxr) — Aom z — aeller lim f(z) = A.
Tr—a

7

— 7 ldses "gar mot”. Om A = —oo eller +00 brukar man inte skriva
7 1' ”
im”.

A kallas da ett oegentligt grdansvdrde.

Triangelolikheten for reella tal a och b siger att
la+b| < |a] + [b]. (1)
Om f(z) — A, g(z) — B, da z — a, sa giller
f() +9(x) — A+ B.
Bevis

Tag godt. ¢ > 0. Da finns d; > 0 och §3 > 0 sadana att om |z — a| < 0y
och |z —a| < 0z sa &r

|f(z) — Al <e/2 och |g(z) — B| < g/2.
Sétt 6 = min(dq,d2) och antag |z — a| < . Da giller att
e=¢/2+¢/2>|f(z) — Al +|g(x) — B| = |(f(z) + g(x)) — (A + B)|

och beviset &r klart.

Kommentar:

Ex 1.15

Ovriga rékneregler kan ocksa visas med € — ¢ definitionen.

Berikna asymptoter for f(x) = v4x? + z.

Lésning

Fr={z:x<-1/4Vvaz >0}
Inga lodrita asympoter (d.v.s. av typ x = a).
Sneda asymptoter. De har formen (y =)ka + m. Per definition géller

fl@)—(kz+m) —>0daz— —oco (%)

och p.s.s. for x — co.
Dividera () med x. Da far vi i fallet z — oo

F@ _pom i S o

X X z—0 X

d.v.s. k= lim @

(P.s.s. i fallet  — —o0). Vi far i fallet z — oo
T—r00 X

o) _ VAT ey

X



Nu aterstar m ges av (om forst x — 00)

m = zlirrgo(f(z) — kx) = lerr;O[x\/4+ 1/x — 2x] (%) =

4+1 — 22
= {Forling m. konj.} = lim, . x - % =
Va+1/z+2
, (A+1/z)— 22 1/ . 1
= lmz - ————"—=lmzr ——=lim — —
z—00 Vad+1/z+2  z=oe (JA44+1/x+2 =0\ J44+1/x42
-
1=
Sned asymptot da @ — oo dr y = 2z + 1/4. Med motsvarande ridkningar
far vi asymptoten y = —2x — 1/4, d& © — —o0.
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Kommentarer [ (x%) gar de tva termerna x+/4 + 1/x och 22 mot co.
Man talar da om ett grénsvirde av typ co minus oo.

= Man bor undvika att skriva ”lim” och endast skriva om det aktuella
uttrycket.

» Ett viktigt griansvirde for trigonometrin

sn A

sin x

Y

Cos X 1 Ccos

I figuren har vi foljande ytor med dito areor.
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For att bestdmma ¢ anvinder vi oss av likformighet hos liten och stor
ratvinklig triangel:

sinx t
= —. Alltsa 4r t = tanz.
Ccos T 1

Ater till olikheterna

sinx

sineg < ¢ <— <1
T
sinz <z <tanx
sinx
r <tanx <= cosx < —.
T
d.v.s. )
sinx
cosr < — < 1.

x

Vi antar nu att vi vet att cosx #r kontinuerlig. Da géller att cosxz —
cos0=1,da x — 0. Lat x — 0,. Instingningslagen ger att

sinx

—1daz—04. (2)

Beviset for x — 0_ gors p.s.s.

Ex 1.16

Ex 1.17

. 1—coszx
Berdkna gransvirdet lim ———.
z—0 rtanx

Lésning

Vi ser att bade téljare och nimnare = 0, om z = 0.

ettt

Grénsvérdet dr da av typ 7 =".

oo

Vi skall anvinda oss av (2) (som giller dven for © — 0_).
Tiljaren = 2sin?(2/2) (Trig. ident.). Vi far uttrycket

sin(z/2)1? o1 1
x/2 4 %

1—cosz _ 2[sin(z/2)]? COST = COS T [

1
- — —daz—0.
rtanz xsinx 2

1
Svar: Gransvirdet ar 3

(Mer om grinsvirde) Vi drar slutsatsen att

lim — =0, omm «a > 0.

rx—o0 %
Ett vikigt griansvirde féor exponentialfunktion
Det speciella med talet e = 2.71828... &r att det &r den exponentialfunk-
tion, som har tangenten y = 1-x+1 i punkten (z,y) = (0, 1). Via derivata
far man sedan talet e.

Berdkna gransvardet
lim (V2 +z+ ).
T——00

Loésning

Granvirdet dr av typ ”oo minus oo”.
Vi gor f6ljande algebraiska omskrivning med konjugatregeln (Obs! Vi an-
tar att « < 0.)

x2+x+x_x2+x—m2_ z _ 1
ve4+zxz—x  z|(v/1+1/z— x/|z|) VIiF1/z+1
——

=-1

Lat nu £ — —oo. Da far vi gransvirdet

—% (Svar).



Talet e grafen till exponentialfunktionen f(z) = e*, d.v.s. kurvan y = e® har en
tangent i punkten (zg,y0) = (0,1) (e’ = 1). Tangentens riktningskoeffici-
ent dr = 1. Centralt dr griansvéardet

lim {1 + H . (3)

n—=4oo

Ex 1.18 Berikna
lim (1 — 22)%/°.

ZEHO+
Losning
. 3 .
Byt —2x = 1/n i uttrycket, d.v.s. 3n = ~55 Det blir
x

(141/n)"% = {Likna (3)!} = [(1 +1/n)"] ® — 7.

dan — —oo.
Svar: Grinsvirdet dr e~ 6.



