1 Forelasning V

1.1 Mer gransvarde

622 + 5z + 1
Ex 1.23 Lat r(x) = 1; 2+ f;_ 3 en rationell funktion. Berakna granvar-

dena
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Losning:

(@) Dividera med namnarens hogstagradsterm i bade talj. och namn.

622 +5x+1 1/2? 6+5/x + 1)z 1,
— —=da z — oc.

"= o i35 1/ 124 13z 4 3/ 2

(b) Vi ser att bade talj. och namn. =0 om x = —1/3. Det betyder att
x + 1/3 ar faktor till bada. Vi far, via Faktorsatsen

Bz +DRx+1)  2z+1 2(-1/3)+1 1
r(@) = “@Br+ D)@z +3)  4r+3 | 413 +3 5

Sats Antag att f(z) = ama™ + ... +ag och g(z) = bpz™ + ... + bo ar polynom
i variabeln z av grad m resp. n och r(z) = g(;”)),

grad f =gradg dvs. m=n Igrinoor(x) = ay/bn

grad f < gradg lim r(x) =0

r—+o0

grad f >gradg EI:? r(x) existerar ej.

e Nagra speciella gréanvarden: Jamférelse mellan potens- och exponential-
funktion och loagaritm- och potensfunktion, d& x — oo.
b

.z
Iim — =0 om a>1
x—o00 q¥

=0 om b>0
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1.2 Derivata

Derivatan av en funktion f(z) i punkten (z,y) = (z, f(z)) ar riktningskoeffi-
cienten for tangenten till kurvan y = f(z) t den punkten.




e For att derivera ritar man forst en tangent, som har en punkt (x, f(z)) och
en annan punkt pa samma kurva (z+h, f(xz+h)). Riktningskoefficienten
for sekanten, linjen genom de tva punkterna ar

flet+h)—flx)  flat+h) - f(x)
(x+h)—=z h

och for att fa tangentens riktningskoefficient later man h — 0.

» Vi deriverar forst f(x) = e® och utgar ifran att

h
1
€ —1.

lim
h—0

Nu tar vi och deriverar f(z) = e":

flath) - fl@) eh—er e
h T T T
Derivatan av f(x) = e” ar alltsa e* =: f'(x) =: D f(x).

—e¥da h— 0.

Mer om talet e Vi har ett antal gransvarden med talet e.

h
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lim &~ =1 Satth=In(z+1): h =02 —0
h—0
eh —1 z
= 1 dé h
N ln(ac+1)_> axz—0oc
1 1
lim 711(95—# ) =1 Satt 1/x =n:
z—0 x
nln(l+1/n)=In[(1+1/n)"] -1 da n — +oo =
1+ 1/n|" - e dda n — +oc.

Def. av derivata

Definition
Om gransvardet

i &+ h) — f(z) (1)

h—0 h

existerar, ar f(z) deriverbar i . Gransvardet (1) kallas derivatan av f och
skrivs

f'a) = < f(w) = D f(a)

e Derivata av monom m(z) = 2™ for n = 0,1, 2, .... Da kan man ta till den
allmanna konjugatregeln

m(x +h) —m(x) (z+h)"—2a" _ {a”

- ; "= (a—b)(a" P +a" 2+ ... +ab" 2+ ")

(z+h—2)(z+h)" P+ @+ 2 o+ (@+h)" 3 22+ .+ (x4 h)a" 2 4 A
h

(z+h)" P+ @+h)" 2 z+@+h)" 3 22+ (e+h)a" 22" —

n termer

gl =t



Ex 1.24 (Derivata av " dar n < 0.)

z—(x+h)
3 fla+h)—f(x)  Grha _ 1 1
fl@)=1/z, h - h __:z:(a:+h)_>_m2

da h — 0.

e Lite om derivata och differentierbarhet
For att enkelt derivera kan man differentiera. Antag att f ar deriverbar
i . Da galler att det finns ett reellt A

flz+h) = f(z)
h

(Det ar klart att A = f/(z)). Vi multiplicerar med h och far att
fx+h)— f(x)=Ah+ h - p(h) dar p(h) — 0 da h — 0.

—A=:p(h) > 0da h—0.

Detta kallas differentierbarhet. Detta ar ekvivalent med deriverbarhet.

e Kontinuitet <= deriverbarhet.
Bevis:

Antag att f’(x) existerar. Vi visar att f kont. i x och tar en punkt x + h
och later punkten g& mot z, d.v.s. h — 0.
P.g.a. differentierbarheten ar

F@+h)— f(z)=h-(A+p(h)) — 0 da h — 0.

e Derivata av ¢ f(z) och f(x)+ g(x), dér man antar att f(x) och g(x)
deriverbara. Detta bevis ldmnas som 6vning.

e Derivata av produkt f(z)g(z). Antag att f och g &r deriverbara i z. Da
ar fg det ocksa och dess derivata ges av

fx+h)g(x+h) - fl@)g(x) _ [flz+h) = f@)]g(x+h) + f(@)lg(z +h) - g(x)]

h h

[Ah + hpi(R)]g(x + h) + f(2)[Bh + hpa(h)]
h

=A-g(x+h)+ f(z)- B+ pi(h)+ p2(h)

e Derivata av sammansatt funktion
Antagandet ar att g = g(z) = z deriverbar i  och f = f(g(z)) = f(2)
deriverbar i z. Vi utnyttjar det ekvivalenta villkoret differentierbarhet.

9(x +h) = g(x) = h(A+ p1(h))

—
f(z+ k) = f(2) = k(B + kp2(k))

z=g(@)

k.=

———
flg(z+h)) — flg(x) _ flg(z) + (A +pi(h)) = flg(x)) _ flz+ k)~ f(2)
h h h

k(B +kpa(k) WA+ pi(h)(B + kpa(k))

h - h B
(A+p1(h)(B + kpa(k)).
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Vi iakttar att h — 0 medfor att & = h(A + pi1(h) — 0. Vi far alltsa
gransvardet A- B. Men A = ¢'(z) och B = f'(2) = f'(g(x)).

Vibevisat att f(g(x)) ar deriverbar med derivata % flg(x)) = f'(g(x))-
g'(x).

e Derivata av cosx: Satt h = 20 och det foljer att h = 0 <=6 — 0.

cos(x +26) —cosz  cos((z +0)+d) —cos((z +0) —J)
26 B 26 B
_ cos(z +0) - cos(0) —sin(z + ) sind
B 26
_cos(z +0) - cosd +sin(z +§)sind
26 -
_ _ 2sin(z +0)sind sz +4) sin 6 1. 008T = — cOs
20 )
da o —0.
e Derivata av sinx = cos(m/2 — z):
Dsinzx = (—1) - (—sin(w/2 — x)) = cos z.
e Derivata av kvot:
d 1 . 1 g (z)
— —— ={ VYttre fktion f(2)=1/z} = ——= - ¢'(z) = —
drgla) ¢ B === 0O =
f(x) [ 1 ] ooy L g'(z) _ f(x)g(x) — f(z)g'(x)
D=—= =D |f(x)  —| = [(2) ———[f(x)
9(x) 9(x) 9(x) lg()]? lg()]?
1
dels} = ——
cosz - cosx —sinx - (—sinx) {dels} cos? x
Dtanx = 5 =
cos? x
{ och dels} = 1 + tan?
Ex 1.25
D2* = De*"2 =219 =27 n2.
D222 +1)2 = 3222 +1)? -4z
D(sin?z) = 2sinz-cosx = sin2x
1 1
D(In(2 = —.2=—
(n2e) = 2=
DV Tl = — L gy "
2vaz? +1 x?+1
e Derivata av 2™ da n = —1,—2,.... Vi har redan deriverat 2! och 2" for
n=0,1,2.... Se nu, for n = —1,—2, ... som en sammmansatt funktion

2" = (z71) 7" med derivata —n (:1:_1)_11_1 (—z72) = na" L.



Tolkning av derivata

— Derivatan av en funktion f(x) ar tangentens riktningskoefficient i punkten
(z, f(x))

— Derivatan ar ett matt pa funktionens momentana forandring i samma
punkt.




