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Forelasning VII

Tangent och normal
Genom att rita, ser man att tva linjer pa formen y = kjz +my, j = 1,2
ar vinkelrata omm kq - ko = —1.

2 +1

Givet f(z) =

ten dar x = 2.

. Bestdm tangentens och normalens ekvation i punk-

L&ésning

— Tangentens ekvation: Enpunktsformeln ger y = f/(2)(x — 2) = y —
f(2).

2
, v —1 , 3
— — 2 = —.
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En ekvation for tangenten ar
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S-2)=y—2> =41
4(95 )=y 5 V=7 +
— Normalens riktningskoefficient ar
1 4
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Normalens ekvation ar
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(=2 =y — == -
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En vattentomt skall mutas i med ett staket med ldngd 120 m. Tomtens
form skall vara en rektangel med en sida utan staket. Den fjarde sidan
(d.v.s. sidan utan staket) har den helt raka strandlinjen som gréns.
Vilken &r den storsta area som en sadan tomt kan ha?

Loésning

Sétt langderna sidorna vinkelrdta mot strandlinjen lika med z. Sidan pa-
rallell med strandlinjen har da lingden 120 — 2z. Arean ér alltsa (120 —

2z) =: g(x).
Vi ser att
8 Dy ={z:0< 2z <60} ett kompakt intervall,
1 g(z) dr kontinuerlig och
1 ¢'(z) existerar.
Funktionen antar alltsa ett storsta virde, antingen i en inre stationér

punkt eller i intervallets d&ndpunkter.
9(0) = g(60) = 0, sa max antas déir ¢’'(z) = 0:

g'(z) =120 — 4z = 0 <= = = 30, gmax = 9(30) = 1800.

Svar: Den storsta arean dr 1800 m? och antas niir tomtens sidoléngder Ar
30, 30 och 60 m.

» Arean #r alltsa inte storst da tomtens yta dr kvadratisk.

» Kontinuitet pa det kompakta intervallet [0,60] > = garanter att det
finns ett storsta vérde. I liknande problem kan man inte alltid tek-
niskt/analytiskt bestdimma det storsta virdet.

» Man kanske kan lat elever i 9:an och gymnasiet l6sa problemet nu-
meriskt for att sedan visa att det finns en maximal area.

En stege med léngd L lutar mot en rektangel med sidolédngder a och b.
Vilken &r den minsta lingden pa stegen som nar golv och végg?



Losning
Vi infor beteckningar x, y ldngs golv respektive vigg.
(1.) Pythagoras sats ger z2 + y* = L%

(2.) Likformighet ger y=b = b
a

T—a

Vi gor nu L? beroende av enbart x, genom att 1osa ut y uttryckt i , m.h.a.

(2)
ab b(x—a)+ab: bx

r—a r—a r—a

H:ﬁ+<&”fzjuy

Insatt i (1.) blir

r—a

Minsta virdet av f(x) erhalls i dess enda stationiira punkt!

s () () -0

ab?> = (z—a) <= z=a+a/?p?3

f'(z)

Insatt i f(x) far vi

2 b 1/3b2/3 2
Fuin(2) = [ (a+a1/3b2/3) _ (a+a1/3b2/3> i (W) )

Detta uttryck gar att forenkla nagot till en hyfsat elegant form. Lidmnas
som 6vning.

1.2
Ex 1.35

1.3

Ex 1.36 (Lemma)

Olikheter kan visas med derivata

Vi bevisar, m.h.a. derivata, att x < e” for z € R.

Losning

Bilda funktionen f(x) = e® — x. Vi antar forst att z > 0.
f0)=1, f'(z) =€*—1>0o0omz > 0.

Saeldes dr f(z) vixande for > 0. Tag ett > 0. Da ér f(z) = e —x >
floy=1>0.

For x <0 dr —z > 0, sa att f(x) &r summan av tva termer som bada dr
> 0. Alltsa &r f(x) > 0 dven for < 0.

Nagra griansvirden, jaimforelse mellan potens- och ex-
ponentialfunktion

Vi visar nu att

Detta for att i nista exempel visa att en exponentialfunktion med bas

a > 1 viixer mycket snabbare mot oo &n varje potensfunktion x?.

Lat z > 0.
x <1< m—/z <1.
ex 695/2
Multiplicera med 2e~*/2 i bada led:
0< e% <272 50 diz — 0.

xz o . " .
Detta visar att dven — — 0, da z — oo, enligt Instdngningslagen.
e



Ex 1.37 (Sats)

Utifran det férra exemplet visar vi nu att for a > 1 géller att

Vi gor foljande omskrivning av kvoten.

P T AR

a® - erlna - erlna - e(zlna)/b Ina

Nu &r den sista faktorn bara en konstant > 0. I den forsta faktorn géller att
x — 00 <=t:=(zrlna)/b— oco.
Saledes kommer dven

¢ b
(t> —0dax — oo.
e

Ex 1.38 (Sats)

(Inx)®

xC

Betrakta kvoten for ¢ > 0 och b > 0. Vi visar att

(Inz)®

‘rC

— 0 om x — oo.

Byt Inxz = t. Da géller att &ven t — oco. Vi far da med likhet

(Inz)® ¢

xc ect :

Med a := e¢ > 1 far vi gransvérdet i exempel 1.37. Det visar gransvéirdet ovan.

Ex 1.39 Beridkna grénsviardet lim xzlnz = 0.

z—04
Loésning
Séatt ¢ = 1/t. Da géller att t — 4o0.

1 Int
xlnz = n -In(1/t) = —HT —0daz— 04.




