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1.1

Definition

Forelasning VIII

Lite om konvex och konkav funktionskurva

(Latt variant)

En funktion dr konvex (konkav), om sekanterna ligger 6ver (under) funk-
tionskurvan

Ex1.40
Ex 1.41

En "glad” parabel, sasom y = f(z) = 22 — 3z + 2 #r konvex.

Var #ir y = 2% — 3z + 2 konvex respektive konkav?
Loésning

Vi ritar kurvan och finner att den &r konkav for —oo < & < 0 och konvex
for 0 <z < co.

Men hur kan vi avgora det mer tekniskt?

Vi ser att i intervallet (—o0,0] dr f’(x) avtagande. Detta foljer av att

<0omax <0
f"(x) = 6z
>0omax >0

Vi kan konstatera att tecknet pa andraderivatan ger besked var funktionen
ar konkav respektive konvex.

Sats

— Om f”(z) > 01 ett intervall, &r funktionen konvex.

— Om f"”(z) > 0 i ett intervall, &r funktionen stringt konvex.

Ex 1.42

Ex 1.43

Vi ser ockséd att en funktion &r konvex (konkav) i en omgivning av en
minimipunkt (maximipunkt). Vi formulerar detta som att

Antag att f'(z9) = 0 och f"(xo) < 0. Da &r (zg, f(zo)) en maximipunkt,
d.v.s. f har lokalt maximum i xg.

Med f(z) = #* =3z +2, s éir f'(z) = 32° —3 = 0 med stationiira punkter
ix— £ 1. Ar de min-, max- eller terrasspunkter?

f"(z) = 6z och f"(-1) = —6 < 0.

Alltsa #r (—1,4) en lokal maximipunkt. P.s.s. dr (1,0) en lokal minimi-
punkt.

Givet funktionen g(x) = 2*. Dess enda stationiir punkt ges av x = x¢ = 0.
g"(z) = 1222 s& att ¢”(0) = 0. Vi vet att 29 = 0 motsvarar en mini-
mipunkt dven om ¢”(0) = 0, d.v.s. andraderivatan ger inget besked, om
vilken typ av stationéir punkt vi har.

Vi ser av foregaende exempel att vi inte har ekvivalens. I sjélva verket
géller att

f'(z0) =0
och = (20, f(x0)) &r en lokal minimipunkt.
f(zg) >0




Definition En funktion definierad i ett intervall I &r konvex om for varje par x; och
o € I och for varje A : 0 < A < 1 géller att

Sz + (1= MNaz) < Mf(21) + (1 = A) f(z2). (1)

Om —f(z) dr konvex, dr f(z) konkav.
Om olikheten &r striang, dr funktionen stréngt konvex.

»« Man kan ges foljande alternativa definition av konvex funktion i ett inter-
vall 1.
f(z) dr konkav i intervallet I, om for alla x1 < x3 < @2, alla z; € I, géller

att
flzs) = flan) _ flz2) = fla)

T3 — 1 - To — X3

(2)

Kommentar: Det betyder att sekanternas riktningskoefficienter ar vixande.

Ex 1.44 For vilka z #r funktionen f(x) = 2® + az? + z konvexa resp. konkava for
olika virden pa a?

Loésning

f'(x) =6x+2a >0 for v > —%.
For dessa x ar alltsa funktionen konvex.

Diskussion Hur hénger konvexitet ihop med kontinuitet i ett intervall? Kan man tdnka
sig ett "hopp” i en punkt for en funktion f, d.v.s. en diskontinuitet i en
punkt men att f(z) dr konvex?

» Tolkning av derivata for y = y(t), dér variabeln &r tid ¢.

1. Med s = s(t) som liget for en partikel vid tiden ¢ ar dess hastighet

v (per definition)

v=ot) = s'(t) = &
B Codt

Dess acceleration &r

d d?
= s"(t) = {som skrivs} = Eg

a=a(t)=12'(t) = i

2. All 4ndring per tidsenhet dr att uppfattas som hastighet. Man talar
ex.vis om ”volymhastighet”.

3. Vid fritt fall utan luftmotstand réiknar man med konstant (tyngd-
)acceleration a = g =9.82 m/s%.

4. Man séger att man deriverar m.a.p. tiden, t och kallar det tidsderi-
vata.

Linearitet For derivata giller att

D(f(z) +g(x))) = f'(x) + g'(x) och D(a f(z)) = af'(x).

Detta kallas linearitet hos derivata.



1.2 Integralkalkyl

Man &r i manga situationer intresserad i arean av ytan mellan funktonskurvan,
x — azeln, dir a < x < b for nagra a och b.

Ex 1.45 En cykeltur kors under varen dér hastigheten dr v = 30km/h och turen
tar 4h. Genom att rita v som funktion av tiden ¢ far vi en kurva (en Inje).
Arean mellan y = v = 30 och y = 0 (z—axeln) dér 0 < ¢ < 4 (h) &r den
kérda strickan. Den fas som 30 - (4 — 0) = 120 km. Detta #r i princip en
integral. Formellt tecknar man den som

4
/ 30 dt = {och beriiknas sa hiir} = [30t]5 = 30(4 — 0) = 120.
0

30t ar en primitiv funktion vars derivata &r just 30.

Ex 1.46 Berdkning av area mellan funktionskurva och z—axeln m.h.a. rektanglar.
Betrakta funktionen f(z) = 2.

(a) Berdkna undersumma och §versumma genom att dela in intervallet
[0,1] i n = 3 lika langa delar

(b) P.s.s. som i (a) men med n lika delar.

(¢) Lat n — oo. Vilka viirden konvergerar under- och $versummor?
Loésning

1
(a) Delintervallens lingder dr Az := 3 Undersumman &r

U i= (50) + 5/ + f2/3) - b= (5 + 5+ 5) - 5 = o

Oversumman

Oni= (F/3) + £(2/3) + F(33) - Ao = (g + 5+ 5 ) 5 = g7

(b) P.s.s. som i (a) men med n lika delar:

n—1 n—1 n—1
1 1
R _ 2 _ 2
Unp:=Y_ f(k/n)-Az = (k/n) -E—$~Zk
. = 1 1 &
R _ 2 _ 2
Oy = f(k/n)Ax—Z(kj/n) ~ﬁ_$-2k
k=1 k=0 k=1

(c) Hér maste vi ha en sluten formel for summorna.

Vi borjar med
>k
k=1

Eftersom vi kan gora Induktionsbevis, ges det slutna uttrycket och
vi bevisar det med induktion.

Sats

" )2n+1
Zk2:”(”+ )6(”+ ) 1o
k=1

Alltsa bevis med induktion.
(i) Vi visar att (3) for n = 1. D4 &r VL= 1! = 1.
HI.— 1-(14+1)-(2-141)

= 1. Stdmmer!
6




(ii) Antag att (3) &r sant for n och visa att den &r sann fér n + 1.
HL for n+ 1 &r

(n+1)(n+2)(2n+3)
G :

VL for n+ 1 &r

n+1

Sk = zn:k2+(n+l)2:{Enl. (i)} = :
k=1 k=1

nn+1)2n+1)

n(2n +1) n 6(n+1)
6 6 '

= (n+1)~[

Det aterstar att visa

(n+2)(2n+3) =n(2n+1) + 6(n + 1).

Genom att utveckla VL och HL far vi

2n? + 4n 4 3n + 6 respektive 2n% + n 4 6n + 6

Som ju i bada led dr 2n? + Tn + 6. Dérmed &r (3) sann for alla
n =1,2, ... enligt Induktionsprincipen.

(c) forts. Det &r klart att U,, < O,,. Vi skriver U,, som

1l S, 5 1 [nr+1)(@2n+1) )

Vi har att

Un

1

= £ (L m)@ 4 1)~ 1 <Oy = ¢ (14 1/m)(2 4 1/m).

6

Lat nu n — oo och vi far att bade U,, och O,, konvergerar mot

1 1
samma virde —. Detta gemensamma virde — dr att tolka som

arean mellan funktionskurvan, z—axeln dér 0 < x < 1. Formellt
skrivs den

1
1

/ 22de = =.
0 3

Beteckningar «

/ kallas integraltecken (av tyskans ”Summe”).

f(z) = 22 kallas integrand.

z = a = 0 kallas under gréns och x = b = 1 kallas 6vre gréins.
Hela uttrycket i VL kallas bestdmd integral.

Man kan berdkna integralen vi primitiv funktion:

1 31t 1
Qd: 1"7 :713_03:7.
/Ox =13, 73 /=3

3
Funktionen F(z) = % ar en sadan primitiv funktion. Egen-

skap:

F'(w) = f(2).
I princip kommer alla integraler beriknas m.h.a. primitiv
funktion.

Ex.vis ér F'(z) = — - 2° = 2° = f(x) i exemplet ovan. Vi

d (x® 9

alltsa oberoende av den additiva konstanten Cé . Man kan visa

ser att

x
att alla primitiva funktioner har utseendet 3 + C.

Beridkning av integral Dessa kommer linjearitetsegenskaperna fran derivata att gilla integral.
Genom att derivera

+(n+1)* =



