1.1

Definition

Foreldasning IX

Integral forts

Vi ser att for att berikna integralen av f(x) = 22 i intervallet [0, 1], d.v.s.

1 =
1
/ x?dzx, anvinder vi en funktion F(z) = 3 23 vars derivata dr f(z).
0
Detta kallas primitiv funktion: F'(z) = f(x

Givet en begrénsad funktion f(z) i ett intervall [a, b].
Dela in intervallet i n delintervall

a=20< 21 <. <Tp_1<xp=">
Lat u; < f(z) pa intervallet [z;_1,z;], 7 = 1,2,..,n och 0; > f(z) pa
samma intervall. Sétt intervallets laingd Az; = z; — z;_1.
Da definieras under - och 6versumma,

Uv=U, = Zuijj respektive O = O,, = ZujA:rj
=1

Jj=1

Om det da finns precis ett tal, sidg J, mellan alla under- och éversummor,
alltsa
Un<I<0,

sa ar I integralen av f(z) 6ver intervallet [a, b] och skrivs

b
Iz/ f(z)dz. (1)

Funktionen f(z) dr da integerbar i Riemanns mening.

Sats:

Antag att f(x) > 0daa <a <bochatt f(z) dr kontinuerlig dir. Da dr
f(z) integrerbar (i Riemanns mening).

Sats:

Bevis:

Insittningsformeln

(Medelviirdessatsen) Antag att f(x) kontinuerlig i [a,b]. Da finns ett £ €
[a, ], sadant att

b
&) (b—a) = / f(x)da

f ar kontinuerlig, sa att storsta och minsta virde av f existerar som vi
kallar finax reSp. fmin. D& dr (b — a) fmin 0ch (b — @) fimax en under- resp.
oversumma. Saledes dr

b
(b - a)fmin S / f(m)dx S (b - a)fmax

eller ekvivalent

b
| e = < f

fmin S

Enligt satsen om mellanliggande vérde finns & € [a, b], sdidant att

b
1) == [ s

Vi definierar Fy(z) som arean i figuren. Da &r Fy(x + h) — Fy(z) approx-
imativt arean av den smala remsan med t—gréanser x och z + h. Denna



smala remsa har en area som en rektangel med bredd h och hojd f(x).
Alltsa finns € i intervallet [z, z + h] sidant att

Fo(z + h) — Fo(z)

Fo(x + h) — Fo(z) = h - f(&) eller A

= f(&).

Lat nu b — 0. Da kommer f(£) att ga mot f(x) p.g.a. kontinuitet. Saledes
har &ndringskvoten ett grinsvirde som maste vara F’(x).
Detta visar att Fy'(z) = f(z).

— En funktion F(z), sadan att F'(z) = f(z) kallas primitiv funktion
till f(x).
— Antag att G(x) &r deriverbar i ett intervall med derivata = 0. Da &r

G(z) = C, d.v.s. konstant. Speciellt om G = F; — F; och G' =0, sa
ar Fll - FZ/ = 0, d.v.s. F1 = F2 +C

— Tva funktioner F} och F5, som &r primitiva funktioner till samma
f(x) i ett givet intervall, skiljer sig at med en additiv konstant:

Fi(z)=F3(2) = f(x)=f(z) = 0 <= Fi(2)-F(z) = C == Fi(z) = F2(2)+C.

— Lat F(x) vara en (annan) primitiv funktion till f(z). Da &r Fy(z) =

F(z)+C.
x Fy(a) =0=F(a)+ C < C = —F(a), sa att Fy(z) = F(x) —
F(a).
b
x Fo(b) = / f(z)dx = [F(z)]% = F(b)—F(a), den s.k. insittningsformeln.
y
y=f()
a x| b ;t

b
. / f(x)dx kallas bestdmd integral och &r ett tal.

. / f(z)dx kallas obestimd integral och betyder alla primitiva funktio-
ner till f(x). De &r, enligt ovan, F(x)+C, dir F(z) dr nagon primitiv
funktion till f(z).

anrl

/x“dwz @+l

Injz|+C, oma=-1

+C, oma#-1

/ 1 d. t + O, eft d t
« | —— dx = arctanz eftersom — arctanz = .
x2+1 ’ dz x2 41

d
. /tanxdw = C — In|cosz|, eftersom %(—1n|cosa:|) =

(—sinz) = tanz.



! d 1
. /6 ;dm = [Inz]3 = In(3/2), eftersom e Inz = =

1 d 1
. / dx = In|tan(z/2)| 4+ C, eftersom — In|tan(z/2)| = —

sin x dx sinz’

1
. /e?’“”dx: geg”” + C.

L] /Sin2xd‘r:/wdx:£fshl2x+c.

2 2 4

0053 T

. /sin3xda::/(l—coszx)sinxdmz—cosx+ +C.

Ina
» Bestdm en primitiv funktion till v/2x, bestdm alla primitiva funktio-

8
ner till v/2x och bestam / V2 dx.
2

Losning:

1 X 1
. /azdx: —a” 4+ C och p.s.s. /e“dx: Eekm—&-C.

(En primitiv funktion)

2 . 1 2
(@) = (22)'? = F(2) = S(20)** - 5 = ¢

> -xV2T.

(alla primitiva funktioner)

2
g-x\/2x—|—0

(En bestdmd integral)
8 2 ® 56
/2 fz)dz = {3%‘ 23:]2:3.

En liten regel Om f(z) har primitiv funktion F'(x), har f(kx+m) primitiv funktion

— F(kx +m) for k # 0; Nir den inre funktionen #r ”linjir”, d.v.s.

z = kx +m kan man "kompensera” for den inre derivatan genom att
dividera med k, ex.vis

/\/393 + ldr = /(3x+1)1/2 dx = %(3:17+1)3/2%+C _ 2Bt Vet

9

+C.

Tre moment vid . . . . .
J . 1. Omskrivning av integranden innan integration.
berdkning av integral
2. Integration, d.v.s. bestdmning av primitiv funktion och eventu-
ellt inséttning av 6vre och undre gréns.

3. Omskrivning/férenkling av svaret.

Derivata och integral I Ex.visir [ 2zdaz = 2°+C och dérefter D(2?4C) = 2z. Allméint

d
ar e [/f(x) da:] = f(x).
Integral och deriwvata tar ut varandra i den ordningen.
d
IT Ex.vis ar . 2?2 = 2z och direfter [ 2zdx = 224 C. Allmént &r
x

/ [CZC f(:z:)] dr = f(z) + C.

Derivata och integral tar ut varandra ¢ den ordningen, ndstan.

» Eftersom derivering har linjéra egenskaper, sa har dven integraler
det:

/(af(a:)+bg(x))dm - a/f(a:)dx+b/g(x)da:.

P.s.s. for bestamd integral.
Bevis genom att derivera bada led.




1.2

Integrationsmetoder

1.2.1 Partiell integration

P.I.

Ex 47:

Ex 48:

1.3
V.S.

, som &r forkortning for partiell integration. Med den fixar man en in-
tegrand, som &r en produkt. Den bygger pa att derivatan av produkt.
(u-v) =u'v+wuv'. Viintegrerar bada led:

/(uv)'dx:uv:/u’vdaz—i—/uv’dx.

Vi flyttar om termerna och far

/u’vdx:uv—/uv’dx.

Hér gor man ett byte och sétter F(z) = u(x), sa att F'(x) = f(x) =/ (x)
samt v(x) = g(z). Da erhalls

/ f(@)g(x) dz = F(z) g(a) — / F(2)¢/(z) da ()

Berékna integralen
2
/ (z —2)e */?dx.
0

Lo6sning:

Vi kan forst bestdmma en primitiv funktion.

/(CE —2)e 2 dx = (z — 2)(—2)e /% + 2/e_w/2dm.
=g(z) =f(@)
En primitiv funktion &r alltsa
0

2
—2z¢7/? 4 att / (x —2)e *2de = {2xeﬂ”/2}2 =
0

4
-

/2
Berikna, / rsinx dx.
0

Losning:

Vi véljer x = g(x) som den funktion som #r deriverad i (2) och ddrmed
f(z) =sinz. Vi ser att

/xsinmdx:x(—cosx)—/1-(—cosx)dac:sinx—xcosx+c

sa att

/2
/ . . /2
xsinxdr = [sine — xcosz]y’” = 1.
0

Variabelsubstition

, som &r forkortningen for variabelsubstitution.

[t@de= [ a5 ar Q

Man sétter alltsa x = x(t), d.v.s. gor z till en funktion av en ny variabel
t. Nar man gor V.S. ser det dock inte ut, riktigt som att man gor x till
en funktion av t. Vi kan enkelt bevisa (3) genom att derivera bada sidor
m.a.p. t.



Ex 49: Betdm en primitiv funktion till ———
T

+4°
Loésning:
Vi gér omskrivningen —1 !
8 VIS L T 1 @2 1 1
1 1 1
—dx = - | —————dx = =2t, de = 2dt} =
/x2+4 o 4/(:5/2)2“ v={r =2t do }
1 1 1
12/mdt:§arctant+c

1
Svar: En primitiv funktion &r 3 arctan(x/2).
Ex 50: Bestdm en primitiv funktion till tan x.

Lo6sning:

sin x cost =t ﬁ—icosx——sinx
/ dr = - Vdx dx - =
cosx dt = —sinx dx, d.v.s. tiljaren med fel tecken.

1
/fgdt: —In|t|+C = —1In|cosz| + C.
Svar: En primitiv funktion till tanz &r —In | cos z|.

Ex 51: Berékna (a) / sin? z dx, (b) /sin3xdaj.
0

L&6sning:

(a) Detta éir en bestimd integral. Vi skriver om integranden som sin® z =

1-— 2
#. Alltsa ar

/2 _ . ™
/ sin2xd:c:/l COS?xdm: x  sin2x _T
0 2 2 4 |, 2

Kommentar: Vi kan faktiskt bestdmma integralens véirde med medelvirdessatsen.
Vi ritar kurvan!

/2 Vg
X

Det finns tva &, sddana att f(§) = 1/2. Vad dr &1 och &7

(b) Detta éir en obestémd integral. Vi skriver om integranden som sin® z =

sin? 2 -sinz = (1 —cos? z) sinx och gér V.S. cosz =t = —sinxdzr =
dt, sa att

/siandx - /(1—cost)sinxdat:/(1—t2)(—1)dt:

3 cos®

- —t+C=

— C.
3 cosx +




1.4

Ex 52:

Ex53a:

Ex 53b:

Rationell integrand

p(z)

En sddan funktion r(x) = m skall utvecklas. Vi antar att p och ¢ &r
polynom och att r &r férkortat sa langt som majligt.
1 Om gradp > grad q sa polynomdivision.
1 Om gradp < grad q sa uppdelning i partialbrak.
203 — 2?2 —x+1

Beridkna integralen / 5 dx.
x?—x

Lo6sning:

gradp = 3 > grad g = 2, alltsa pol. div., som ger

=2 1
r(z) =2z + +m2—x

Och nu PBU pa den sista termen, ty dér har téljaren graden 0 och
ndmnaren graden 2. Vi faktoriserar nimnaren och ansétter

1 A B

z(r—1) =« x-1°

Anséttningen i tdljaren med A och B beror pa att dessa har en grad
ldgre dn respektive nimnare. Genom att séitta HL pa MGN och identifiera
taljarna i VL och HL far man

1 A(x-1)+B VL HL
I Teslad: 1=2-4 e—=A=-1B=1.
z(zx —1) z(x —1)
x': 0=A+B

Alltsa kan integralen skrivas

1 1
/(21’+1+)dzx2+xlnx|+lnxl|+0.
r x-—1

Derivera funktionen

In(z? + 4).

Lo6sning:
d 1 2z
— In(@?4+4)= —— 20 = ———.
x n(z”+4) 2ra T4

3z +1
Besti g6l h(z) = ———.
estdm en p.f. till h(z) o e

Lo6sning:

Integranden &r en rationell funktion och skall (alltsa) utvecklas. grad télj<
grad ndmn. D4 faktoriserar vi nimnaren som ér z(z? + 4). Man kan visa
att foljande ansdttning fungerar.

3r+1 A Bx+C
r(x2+4) =z 22+4
dér principen &r att graden pa respektive téljare dr av en grad mindre &n
motsvarande ndmnare. Likndmnigt (MGN) ger likheten

3x+1 A(z?+4) +2(Bx + O)
x(x? +4) x(x? +4) '



Denna likhet dr en identitet och da VL:s och HL:s namnare &r lika, maste
deras téiljare vara det. Vi far likheten

3v+1=A(2*+4) +z(Bx +C)

sa att koefficienterna ar lika:

VL HL A=1/4,
2 0 = A4+ B < (B=-1/4,
xt 3 = C C =
2V 1 = 4A

Vi skall alltsa beridkna

1 —z/4+3
— 4+ ——— | dux.
/ (4x N x? 44 ) v
Vi far tre termer i den primitiva funktion (samt ” + C;”). Dessa &r

Inx 1 9 3
- fgln(x +4), §arctan(:r/2).

(Jamfor ex 49 for den sista termen.)
Svar: En p.f. ar

Inz 1 9 3
< "3 In(z® +4) + 3 arctan(z/2)



