1 Forelasning VIII

1.1 Partiell integration, forts

Denna metod anvinds for att berikna integralen av en produkt.

Sats Om f(z) och g(z) &r kontinuerliga samt om F'(x) = f(x), s& &r
[ t@g@rds = F@ygle) - [ Fa)g @i, 1)

Bevis Derivatan av VL dr f(z)g(x).
Derivatan av HL &ar

Fl(x)g(x) + F(x)g'(z) — F(z)g' () = f(z)g(x).

Ex: (a) Rita kurvan y = (z —2)e ™ */2 := f(z), >0
(b) och bestdm en primitiv funktion till f(z).
Lésning: (a)
1
Dy =[0,00), f'(z) = 5(4 —x)e /2,

2

Maximipunkt &r (4, — ), minimipunkt &r (0, —2). Sned asymptot &r
e

y=0,da z — oc.

021
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-0.8|

(b) och bestdm en primitiv funktion till f(z).

J@=nePae = {a-2=gla), fa)=e I}
(x—2)- (=2)e /% + 2/1 cem 2y =

= (2—2)-(-2)e /2 +4e "2 4 C.

En p.f. ir —2ze /2.

Rekommendationer Lat p(z) vara ett polynom. For produkterna

sin kx

p(z) - S coskx  lat p(z) = g(x) i (1).

ekw

For produkterna

p(z)- {lnz lat p(x) = f(z) i (1).

arctan x



1.2 Variabelsubstitution, forts

Derivata igen Derivata av sammansatt funktion:

%f(x(t)) = f'(z(t)) - ' (t) eller % — % : %’,

Det senare skrivséttet kallas kedjeregeln.

Ex Berékna integralen...

/21"@7:62/2611‘ _ {$2/2:t:t($>:£:$}

< xdr =dt

2/6_x2/2xdgc - 2/e‘tdt =C—e'=C—27"/ (Svar).
=dt

Kommentarer Differentialerna dt, dx, dy och df etc, ar odndligt sma tal, vilka tillhoér en
storre méangd &n de reella talen, mdangden av de hyperreella talen.

1.3 Derivata m.a.p. 6vre gréans

e Vi har sedan tidigare att %/ f)ydt = f(x).

$2
Ex Derivera/ Vit + 3dt.
-1

Loésning

2
d xT
—7/m Vt+3dt=+vV22+3- 2z .
dx 1 N———
y.d. i.d.

1.4 Integral, som area med tecken

* b a
/ f(@)dz = F(b) — F(a) = =(F(a) — F(b)) = */b f(@)da,

d.v.s. omflyttning av grinserna ger teckenindring.

Ex Berikna arean som ligger mellan kurvan y = —3 — 2z — 22 och y = 0, dir
—2<x<0.
Losning
Vi ser att kurvan skér x—axeln i ¢ = ¢ = —1 eftersom —3 — 2. (—1) —

(=1)2 = 0. Man far att y = f(z) := -3 - 20 — 2% = —(z + 1)(2® — 2 + 3)
och 22 — x + 3 har inget reellt nollstille. Man kan enkelt konstatera att
kurvan har utseendet som i figuren nedan.



|
B

\)/:f (X

0
Vi soker arean A;+Ag och formellt dr denna summa / | f(x)|dx. Tekniskt
-2

berdknas denna area som

-1 0 15 7 11
A1+A2:/ f(x)da:—/ fl@)de = —+ - =—.
L . 17172

1.5 Area mellan funktionskurvor

Ex Beriikna arean mellan y = f(z) = 2 +2 och y = g(z) = 4 — 22 med
r—granser a < b, dir a &r xr—koordinatens skdrningspunkt mellan kurvor-
na och b = 0.

Losning

Skarningspunkten ges av
2 2 T =
4—r"=r+2==x +:c—2:0<:>{
> =
Alltsa &r a = —2. Vi far arean som integralen

A—/0(4$2(:E+2))dac = /O(Qx:vz)dx—

-2 -2

LV



Kommentarer — Om endera av kurvorna helt eller delvis ligger under z—axeln, far
man dnda ritt area.

— Om man integrerar, som i exemplet, f(z) — g(z) far man arean men
med fel tecken. Detta justerar man létt efter att ha integrerat.

— Om Kurvorna skéra varandra enligt nedan

y=f(x

Ay

y=9(x)

sa ar arean mellan kurvorna A; + As. Detta kan skrivas

b
formellt: A; + A4, = / |f(z) — g(x)|dx

b
tekniskt: A; + Ay = /(g(a:)—f(m))d:c+/ (f(x) — g(z))dx.

1.6 Integral av rationell funktion forts

p()

En rationell funktion #r en kvot mellan tva polynom f(z) = ﬁ En sadan
q(x

funktion skall utvecklas.
2

+1

Ex Berékna integralen / dx.
x

Loésning

Vi gor en snabb polynomdivision:

z? (2-1)+1

T :>/ LR (z+1)+C
= —14+— = ——1+In :
T+ 1 T+ 1 R | s +1 T .

» Ett rationellt uttryck, alltsa en rationell funktion skall alltsa utvecklas.
Detta beskriver vi med ett flodesschema:

Om grad tdlj>grad ndimn — polynomdivision(*).
Om grad tilj<grad nimn —— uppdelning i partialbrak.

4o’ —xz +1
Ex Bestdm en primitiv funktion till h(z) = %
22 —

Losning



Ett rationellt uttryck, alltsa en rationell funktion skall alltsa utvecklas.

Efter pol.div. brukar PBU folja. I detta exempel &r

3x+1
2 -1

h(z) = {pol.div.} = 4z + .
Nu ar den sista termen sadan att grad télj < grad ndmn. Nidmaren kan
fakroriseras och hela andra termen &r

3z +1 A B

(z—1)(z+1) —PBUY =T ooy

Man ansdtter med termer ddr namnarna dr de tva faktorerna och
taljarna har en grad ligre dn ndmnarna.

Likn&mnigt ger

3z +1 Alx+1)+ Bz —1)

(z—-1D(x+1)  (z—1)(z+1)

Namnarna #r lika och alltsa maste tiljarna vara (identiskt) lika:

VL HL 5
3r+1=Ax+1)+Bx—1) < ¢2°: 1:A—B<:>{B :1
z': 3=A+B B
Nu kan vi integrera alla termer:
2 1 9
h(z)dz = do+ —— 4+ —— | de = 2z°+21In|z—1|+1n|z+1|+C.
r—1 x+1

Svar: En primitiv funktion dr H(z) := 22? +2In |z — 1| + In |z + 1].

Kommentar:

I stéllet for pol.vid. och PBU, kana man gora en ansittning. I detta fall
vet vi att kvoten har grad 3 — 2 = 1. Alltsa ar

4z —x +1 C D
(z) 21 B = }

423 —4x + B> — B+ Cx+C+Dx — D

(z—1)(x+1)
Ett ger ett ekv. syst.
VL HL
. 4 = 4 B=0
2?2 0 = B = C =2,
2ty -1 = —44+4C+D D=1
20 1 = -B+C-D
. . N - 2 1
s& att utvecklingen &r, som tidigare, h(z) = 4o + —— + .
zr—1 x+1
V3
2¢ — 1
Ex Berikna integralen / fid:x.
1 Tt
Losning



Har ar graden for téljaren ldgre dn for ndmnaren, som &r :c(:c2 +1). Alltsa
endast PBU. Vi far tva termer, som &r brak, dir tédljarna ansétts en grad
lagre &n ndmnarna.

2x — 1 7é+B:C+CiAx2+A+B:52+C'x
r(x2+1) = 22+1 x(z2+1)

Detta ger ekvationssystemet

VL HL
2. -1 = A
at 2 = C
22 0 = A+B

med tre ekvationer (grad 0, 1, och 2) och tre obekanta/variabler (4, B
och C). lésningen dr A = —1, B =1 och C = 2. Integralen r alltsa

V3

V3
2z -1 1
/1 mdx = flnx+2arctanx+§ln(x2+1) 1 =

1 1
—ln\/§+1n1+2arctan\/§—2arctan1—|—51n(3—|—1)— §ln(1—|—1) =

1 ™ 1
Sm2/3) +2- L 2. T = Zme
5 n(2/3) + 1=3 n(2/3) +

T
G

wl

1.7 Generaliserad integral

Med det menas att, antingen dr funktionen f(x) obegrinsad (f(z) — £o00) eller
sa r integrationsintervallet obegrinsat (ex. vis [a,00)). Integralen berdknas da
som ett gréansvirde av endera av intervallers granser.

4
1
Ex: Integralen / —— dx ar generaliserad, ty obegréansad integrand.
0

NG
Ex: Integralen
o]
/ (z —2)e™ " %dx
0
ar generaliserad ty obegrénsat intervall.

e For att beridkna dessa integraler borjar vi med att bestdmma en p.f. och
sitter undre grans tlll a > 0 i forsta exemplet

4
/ eV 2de = 2212 =4—-2.aY? 5 ada 4 — 0,
Man séger att integralen ar konvergent med virdet 4.

e Till den andra ingralen har vi redan en primitiv funktion —2ze=%/2.

b b
/ (x —2)e " 2de = {(—erfx/ﬂ =0—2be™"? - 0dab— oco.
0 0

Svar: / (z — 2)e™*/2dx = 0.
0

Kommentar: Integralen &dr konvergent och intgrandens kurva har lika mycket area ovan
som under z—axeln.

o0
d
Ex: Den forsta integranden ger en divergent integral / %, ty
4 X

b

dx

= =2(vb— V4 — 00, da b — oo.
v vy



1 o)
x~% For vilka a ar x~%dx, respektive x~“dx konvergent?

0 1
Berékna vérdet av integralen fér a som ger konvergens. Vi ser snart att
—a < 1 och —a > 1 ger konvergens i respektive fall. Primitiv funktion &r

Z‘*OH*l
F. = .
() -«
a>1:
1 17a+1 a7a+1
x%dr = - — 00, da a — 04
@ l-«o 1-a
b _ _
b a+1 1 a+1 1
/ %z = — — da a — oo
1 -« l-a a—1
a<l

1 _ _
1a+1 anrl 1

Yz = — — daa—0

/ax T4 1-a 1—a ¢ +

b p—otl 1o+l
/x_adle — 3 —so00daa— oo
1 —a e

a =1 ger divergens i bada fallen, eftersom p.f. &r F'(z) = Inz.

4

1

Kommentar Vi har berdknat / p—yo) dx =4, dér alltsda o = 1/2 < 1 och #r integralen
0o T

konvergent.

o0
p(x)e*®: For ett polynom p(z), sa ir / p(zr)e*®dx konvergent omm o < 0 (d.v.s
0

k < 0).

p.f.: Genom upprepad P.I. med g(z) = p(x), blir den primitiva funktionen anyo
pa formen
q(z)e** med grad p(x) = grad q(z).

Detta betyder att, istéllet for P.I., kan man gora en ansittning. I ett tidi-
gare exempel har vi (z—2)e~%/2 := f(x). P.f. har formen (Az+B)e /% :=
F(x). Det ger att

f(@) = (@=2)e™"/? = F'(z) = Ae™"/ 2—%6’3”/2(Ax+B) = %e*x/Q(—Ax—kQA—B).

Genom att jamfora polynomen i VL och HL far vi

1=-A,24-B=-4<A=-2 B=0.

Och vi far samma p.f. F(z) = —2z e %/2,

Ex: Bestdm den p.f. till f(z) = (z — 2)27%/2, som gar genom punkten (2, e).
Loésning
Alla p.f. ges av F(z) = C' — 2ze~*/2. Vi soker F(z), sadan att
F(=2)=2e, dvs F(-2)=C+4de=e<—=C=—2¢

Sokt funktion ir alltsa F(x) = —2(ze™ %% +¢).



