1 Forelasning VII, VT 2018

1.1 Integral
En forenklad definition Antag att f(z) > 0 da a < = < b och att f(x) dr kontinuerlig dér.

b

Den bestimda integralen / f(z)dz definieras som arean av ytan som
a

begrinsas av y = f(t), y =0, t = a och t = b, se figur.

Insdttningsformeln Vi definierar Fy(z) som arean i figuren. Da &r Fo(x + h) — Fy(z) approx-
imativt arean av den smala remsan med t—gréanser x och z + h. Denna
smala remsa har en area approximativt som en rektangel med bredd h och
hojd f(x). Alltsa

Fo(x + h) — Fo(z) = h - f(z) eller ~ f(z).

Fo(x + h) — Fo(x)
h

Vi finner féljande troligt.

e VL ér en differenskvot och — Fj(z), da h — 0.
e HL i Approximationen 6vergar i likhet da h — 0.
e "VL=HLger att Fj(z) = f(x).

b
e Speciellt ser vi att Fy(a) =0 och Fy(b) =: / f(t)dt

— En funktion F(z), sadan att F'(z) = f(x) kallas primitiv funktion
till f(z).

— Antag att G(z) ar deriverbar i ett intervall med derivata = 0. Da &r
G(z) = C, d.v.s. konstant. Speciellt om G = F; — F; och G’ =0, sa
ar Fll - F2/ == O7 d.v.s. F1 = F2 —|—C

— Tva funktioner F; och F5, som &r primitiva funktioner till samma
f(x) i ett givet intervall, skiljer sig at med en additiv konstant:

Fi(z)=Fy(z) = f(z)—f(z) = 0 <= Fi(2)-Fy(z) = C <= Fi(z) = Fa(2)+C.

— Lat F(x) vara en (annan) primitiv funktion till f(z). Da &r Fy(z) =
F(z)+C.

* Fo(a) =0=F(a) +C < C = —F(a), sa att Fy(z) = F(x) —
F(a).

b
x Fy(b) = / f(z)dz = [F(2)]% = F(b)—F(a), den s k. insittningsformeln.

a

y=fo

Fo(X)

a Xx+h b X

b
. / f(z)dz kallas bestdmd integral och &r ett tal.

. / f(z)dx kallas obestimd integral och betyder alla primitiva funk-

tioner till f(x). De dr , enligt ovan, F(x) + C, dar F(x) dr nagon
primitiv funktion till f(z).
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. /sin31:da::/(l—coszx)sinxdmz—cosx+ +C.

1 1
s [ a®dr = —a®+C ochpss. [ e¥%de==e** 4+ C.
Ina k
» Bestidm en primitiv funktion till v/2z, bestam alla primitiva funktio-

8
ner till v/2z och bestdm / V2 dx.
2
Losning:
(En primitiv funktion)
1/2 2 32 12
f(z) = (22)/* <<= F(z) = §(2x) '3=3 -V 2.

(alla primitiva funktioner)

2
3 cxV2x+C

(En bestdmd integral)

8 2 ® 56
/Zf(x)d:c:[3'x 2:5]2: 7"

En liten regel Om f(z) har primtiv funktion F'(x), har f(kz+m) primitiv funktion
Z F(kx 4+ m) for k # 0; Nér den inre funktionen &r ”linjar”, d.v.s.

z = kx +m kan man "kompensera” for den inre derivatan genom att
dividera med k, ex.vis

2 1 23z + 1)v3z - 1
/\/3x+1dx) :/(3x+1)1/2dx: SBH)P o0 = Bz + ; Setle

Tre moment vid

berikning av integral 1. Omskrivning av integranden innan integration.

2. Integration, d.v.s. bestdmning av primitiv funktion och eventu-
ellt inséttning av 6vre och undre grins.

3. Omskrivning/férenkling av svaret.

Derivata och integral I Ex.visér / 22 dx = 2°+C och direfter D(x?4C) = 2z. Allmént

éir % [/f(m) dx] = f(a).

Integral och derivata tar ut varandra i den ordningen.



d
IT Ex.vis ar . 2% = 2z och direfter [ 2z dx = z® + C. Allmént &r
x

/ [;i f(m)] do = f(z)+ C.

Derivata och integral tar ut varandra i den ordningen, ndstan.

Integrationsmetoder P.I.

V.S.

Eftersom derivering har linjira egenskaper, sa har &dven integraler
det:

/(af(x)erg(x))dx - a/f(z)derb/g(x)d:r.

P.s.s. for bestdmd integral.
Bevis genom att derivera bada led.

, som &r forkortning for partiell integration. Med den fixar man en in-
tegrand, som dr en produkt. Den bygger pa att derivatan av produkt.
(u-v) =u'v+w'. Viintegrerar bada led:

/(uv)’dmzuv:/u'vdm+/uv'dm.

Vi flyttar om termerna och far

/u’vdx:uv—/uv’dx.

Hir gor man ett byte och sétter F(x) = u(x), sa att F'(x) = f(z) =
u/(z) samt v(z) = g(z). Da erhalls

/ f(@)g(x) dz = F(x) g(x) — / F(z)¢(z) de (1)
/2

Berékna / rsinz dx.
0

L&sning;:

Vi viljer = g(x)m den funktion som &r deriverad i (1) och ddrmed
f(z) =sinz. Vi ser att

/xsinmd:v:x(—cosx)—/1-(—cosx)da?:sinx—xcosx—i—C
sa att
w/2
/ xsinzdr = [sinx—xcosx]g/Qzl.
0

, som &r forkortningen for variabelsubstitution.

[ tds= [ sato)- 5 ae 2

Man sitter alltsd = z(t), d.v.s. gor = till en funktion av en ny
variabel t. Nar man gor V.S. ser det dock inte ut, riktigt som att
man gor x till en funktion av ¢. Vi kan enkelt bevisa (2) genom att
derivera bada sidor m.a.p. t.

Betdm en primitiv funktion till -
T

+4
Losning:
1 1 1
Vi gor omskrivningen 24 = 1 (@/2)% + 1
1 1 1
/9c2+4:C 4/(%/2)2+1 P }
1 1 1
1.Qfmdt: 3 arctant + C.

1
Svar: En primitiv funktion &r 3 arctan(z/2).



Ex Bestdm en primitiv funktion till tan x.

Losning:

sin x cosx =1 ﬂ—icossc——s.inaz:
/ dr = C Vdx dx N =
cosT dt = —sinx dx, d.v.s. tiljaren med fel tecken.

1
/—Zdt:—ln|t|+C’:—ln|cos:z:|+C'.

Svar: En primitiv funktion till tanz & —In | cos z|.

p(z)

Rationell integrand En sadan funktion r(x) = ﬁ skall utvecklas. Vi antar att p och ¢ ar
q(x
polynom och att r &r férkortat sa langt som mojligt.
I Om gradp > grad g sa polynomdivision.
1 Om gradp < grad q sa uppdelning i partialbrak.

23 — 2% — 1
Ex Berikna integralen / A dx.

22 —x
Losning:
gradp = 3 > grad g = 2, alltsa pol. div., som ger
1

R —

r(z)=2x+1+

Och nu PBU pa den sista termen, ty dir har téljaren graden 0 och
nidmnaren graden 2. Vi faktoriserar nimnaren och ansétter

1 A B

z(x —1) T o1
Anséittningen i tdljaren med A och B beror pa att dessa har en grad
ldgre dn respektive nimnare. Genom att séitta HL pa MGN och identifiera
taljarna i VL och HL far man

VL HL
L _Aw=D+Br o 1 4 ~— A=-1,B=1.
x(x—1) x(x—1)
z': 0=A+B

Alltsa kan integralen skrivas

1 1
/<2x—|—1——|—)dx—x2—|—x—lnx|—|—lnx—1|—|—0.
r x-—1

Ex Berikna (a) / sin? z dz, (b) /sin3xdm.
0

Losning:

(a) Detta ér en bestimd integral. Vi skriver om integranden som sin? z =

1-— 2
#. Alltsa &r

/W/Qsm2xdz/10052xdx T sin2x W:E.
0 2 2 4 1, 2

(b) Detta ir en obestémd integral. Vi skriver om integranden som sin® z =
sin? 2 -sinz = (1 —cos? ) sinx och gér V.S. cosz =t = —sinaxdz =
dt, sa att

/sin3xdx = /(17(10821') sinxdx:/(l —t3)(-1)dt =

ﬁ t+C_COSB$

3 —cosx + C.




